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Prelude

FEin wissenschaftliches Kernziel der Physik ist es die Struktur und Dynamik der Materie zu
erforschen, aus der wir selbst hergestellt sind, die uns umgibt im Kleinen wie im Groflen in
unterschiedlicher Hierarchie an Komplexitdt. Die Forschung beinhaltet die Suche nach den
elementaren Bausteinen, den fundamentalen Kréften und Symmetrien, die die Wechselwir-
kungen zwischen den Bausteinen der Materie bestimmen, den grundlegenden Eigenschaften
und Freiheitsgraden, welche das physikalischen Verhalten von Materie bestimmt. Diese For-
schung beschéftigt sich mit den drei “Unendlichkeiten”: den elementaren Teilchen der Materie
auf den ganz kleinen Skalen, Strukturen auf den astronomisch groflen Skalen des Universums,
und den komplexen Phinomenen verursacht durch das Wechselspiel von Zillionen von Atomen
eines Festkorpers oder einer Fliissigkeit.

Die kondensierte Materie und Festkorperphysik nimmt sich den Herausforderungen des drit-
ten “Unendlich” an, den unendlich vielen Teilchen. Zillionen von Elektronen und Atomker-
nen wechselwirken iiber die Coulombwechselwirkung und fiihren so zu einem unerschopflichen
Reichtum an kristallinen und kollektiven Phasen (Gitterschwingungen, Magnetismus, Supra-
leitfihigkeit) der Materie. Das Wechselspiel der Eigenschaften von Teilchen und Quasiteil-
chen mit kollektiven Anregungen fithrt zu einem reichen Spektrum an Phénomenen. Die
Festkoperphysik liefert das grundlegende Versténdnis komplexer Eigenschaften der Materie
und Materialien die relevant sind fiir die Lebenswissenschaften, die Chemie, die Materialwis-
senschaften, die Informationswissenschaften und die Ingenieurwissenschaften. Typischerweise
iiberstreicht die Festkorperphysik ein Spektrum von in etwa 6 Gréflenordnungen der Energie
(0.01 meV bis 10 eV). Es ist klar, dass fiir Einteilchenanregungen und Vielteilchenanregungen,
oder deren Wechselwirkungen auf sehr unterschiedlichen Energieskalen, sehr unterschiedliche
theoretische und experimentelle Techniken, Methoden und Verfahren entwickelt und einge-
setzt werden.

Daraus ergibt sich, dass es nicht das (Lehr)-Buch der Festkorperphysik gibt oder geben kann,
sondern viele Biicher mit ganz unterschiedlichen Schwerpunkten. Ashcroft und Mermin emp-
fehle ich, weil in vielen Féllen die Festkorperphysik sehr gut erklart wird. Kittel’s Quanten-
theorie des Festkorpers bedient sich komplimentér der mathematischen Sprache der Quanten-
mechanik. Ein Kompromiss liegt im Buch von Czycholl vor, das auch moderner aufgearbeitet
wurde. — Entscheiden Sie selbst!

Dieses Manuskript baut auf einer Vorlesung von Herrn Prof. P.H. Dederichs, RWTH-Aachen,
auf und wurde von Herrn Lars Wischmeier, Universitédt Osnabriick, und mir auf die folgende
Form gebracht. Sie ist aber in einem stédndigen Wandel begriffen. Dadurch schleichen sich
stdndig neue kleine Fehler ein. Die Richtigkeit des Manuskripts kann deshalb nicht garantiert
werden. Seien Sie beim Lesen kritisch! Aachen, im SS 2005, Stefan Bliigel
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Kapitel 1

Struktur von Festkorpern:
Periodische Strukturen

Gemaéf der experimentellen Erfahrung ist der thermodynamisch stabilste Zustand der Mate-
rie i.A. der kristalline Zustand, d.h. Atome oder Molekiilbaugruppen bilden Kristalle, wenn
auch zumeist mikroskopisch kleine Kristallite, und sind periodisch angeordnet. Z.B. sind alle
Metalle, mit denen wir im Alltag zu tun haben, aus mikroskopisch kleinen Kristalliten aufge-
baut. Offensichtlich muf} es bevor es einen Festkorper gibt zur Kristallbildung kommen. Eine
einheitliche Begiindung der Tendenz zur Kristallbildung ist nicht bekannt. Typischerweise
werden folgende Argumente vorgetragen:

(i) hohe Symmetrie fithrt zu niedriger Entropie, so dass der kristalline Zustand bei tiefen
Temperaturen im thermodynamischen Gleichgewicht angenommen wird.

(ii) Makroskopischer Festkorper besteht aus einer gigantischen Anzahl gleichartiger Baugrup-
pen z.B. Atome oder Molekiile. Aufgrund der Ununterscheidbarkeit sollte von jedem Baustein
aus gesehen die Umgebung gleich aussehen, wobei versténdlicherweise eine periodische trans-
lationsinvariante Anordnung zustande kommt.

Die Kristallbildung setzt eine Lokalisierung der Atomkerne voraus, was fiir kleine Massen-
verhéltnissen zwischen der Elektronenmasse m und der Masse des Atomkerns My, m/Mj, als
gesichert scheint.

Ausnahmen: Glédser, metallische Gliser, amorphe Metalle und Halbleiter, Polymere,
Zufallslegierungen usw. Oftmals gibt es Nahordnung, aber keine Fernordnung.
Metastabile Systeme.

<

\
\

\

Barriere

/.,

» Konfiguration

Glas

geordnet
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In der Einfithrung in die Festkorpertheorie betrachten wir den kristallinen Zustand als ge-
geben. Das Problem der Kristallisation wird nicht untersucht. Vielmehr wenden wir uns den
geometrischen Eigenschaften und Konsequenzen des idealen Kristalls zu. Die Translations-
invarianz erleichtert die theoretische Beschreibung enorm. Man unterscheidet Kristallgitter
(Bravaisgitter), Kristallstruktur und das Kristallsystem.

1.1 Bravaisgitter (Translationsgitter)

(Augustus Bravais, 1811-1863, franzosischer Naturforscher entdeckte 1850 die 14 Raumgit-
ter) Ein Bravaisgitter besteht aus Gitterpunkten im Raum. Jeder Gitterpunkt wird durch
einen Gittervektor, d.h. Ortsvektor zu diesen Punkten beschrieben. Jeder Gittervektor R7
ist in d Dimensionen (typischerweise fiir uns hier d = 2 fiir Oberflichen und 2-dimensionale
Filme, d = 3 fiir Volumen) darstellbar als eine ganzzahlige Linearkombination von d linear
unabhingigen Basisvektoren @), j = 1,....d, die das Translationsgitter aufspannen.

d
z a(] An

mit 7 = (nq,...,nq), njeZ

a

R} =3 Ayny; Ay = af”
j

Primitive Einheitszelle: kleinste Einheitszelle, A;; : Bravaismatrix

die den ganzen Raum ausfiillt. Die Basisvek-

toren @) spannen die primitive Einheitszelle

auf.
Die Zellen, die durch periodische Fortsetzung der Elementarzelle entstehen, fiillen den ganzen
Raum aus. Das Volumen der Einheitszelle ist fiir

d=2 : V) = aW x @@ = det |A,;|
d=3 : VPP = G0@GED x@®) = det|Ay]
N———

>0 im Rechtssystem

Viele chemische Elemente (z.B. viele Metalle) bilden einfache Gitter mit Atomen auf den
Gitterpunkten R des Translationsgitters (primitive Gitter).

Die Bravaisgitter weisen noch bestimmte Symmetrien auf. Geméafl dieser Symmetrie unter-
scheidet man zunéchst verschiedene Kristallsysteme. Je nach Wahl der 3 (2) Gittervektoren
@) d.h. deren Linge a'¥) und der Winkel /) kann man zuniichst 7 (4) verschiedene Kristall-
systeme unterscheiden.
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Nebenbemerkung: 6 Grofen ), @, o) und
a® a@ aB) bestimmen das Bravaisgitter;
von den 9 Groflen al(.] ),z’ =1,2,3 fallen 3 weg,
die eine einfache Drehung im Raum beschrei-
ben.




1.1. BRAVAISGITTER (TRANSLATIONSGITTER)

Beispiel: 4 Kristallsystme in d = 2 unterscheiden

1) Quadratgitter

a1 = ag, a = 90°

4-zihlige Achse 4+ 2 Spiegelungen
+ Inversion

2) Rechtwinklige Gitter
ay # as,a = 90°

3) Hexagonale (Dreiecks)Gitter
a1 = ag, a = 60°

4) Schiefwinkliges Gitter
a1 = az, a # 90°
Nur Inversionssymmetrie

2a) Rechtwinklig zentriertes Gitter
Hat gleiche Symmetrieeigenschaften
wie das rechtwinklige Gitter.

Neue Punkte nicht erreichbar

= neue Basis @)

D.h. zu einem Kristallsystem gehoren
mehrere Bravaisgitter.

a2
g
a2
g i
a2
g i
a2
. . &'(Z
] . &'(2)

11
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7 Kistallsysteme im Volumen unterscheiden, z.B.

triklin: /'
a1 # ag # a3

6 freie Parameter M, @, a®), oy, a9, as: ,
niedrigste Symmetrie

aD
tetragonal: Iy
a) =@ £ ¢ a®
a1 = g = g = 90°
2 freie Parameter a2
oD
kubisch:

aV) = 4@ = 4B 1
a1:a2:a3:900
1 freier Parameter )
hochste Symmetrie “

>
-

e

Durch hinzugfiigen von weiteren Gitterpunkten an ausgezeichneten Stellen des Prallelepi-
peds, d.h. Flachenmitten und Raummitten, erhélt man neue Gitter. Z.B. in der Ebene:

Neue Basisvektoren @) sind notwendig, da
man die neuen Punkte nicht mit den @) er-
reichen kann = neue Basisvektoren @\/) liefern
alle Punkte.

Durch Flachen- und Raumzentrierung erhilt man aus den 7 Kristallsystemen insgesamt
14 verschiedene Bravaisgitter .
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z.B. 1 triklines aber 3 Kubische :

1) kubisch primitives Gitter (sc / simple cubic)

a®

}

<

Il

IS
S O =
o = O
= o O

a® V,=a3

2) kubisch raumzentriertes Gitter (bcc / body centered cubic)

%

" i@ = (-1,1,1)
o) a® =2 (1,-1,1)
' a® = (1,1,-1)
-1 1 1 .
A=14 1 -1 1 |,Vo=det|A|= ()3 4=%
1 1 -1

2 Atome pro Wiirfel a3
8 Eckatome gehdren zu je % einem Wiirfel an.
1 Raumgitteratom ganz: 8 - % +1 =2 Atome/Wiirfel

3) kubisch flichenzentriertes Gitter (fcc / face centered cubic)

a = (0,1,1)
a® =2(1,0,1)
a® = (1,1,0)
01 1
A=2110 1
110

V, =det|Al = (8)3.2=2

4 Atome pro Wiirfel a?
1
8. . z
+6 5
~
Eckatome Flachenatome

{oo1 -
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1.2 Reziproke Gitter

Jedem Bravaisgitter kann man ein reziprokes Gitter zuordnen, so dass dessen Einheitsvektoren
b9 orthonormiert auf die Basisvektoren @ sind:

2T

p) . 70 — or. Sij = b = == (@0 x @®)) + zyklisch

z

Reziproke Gittervektoren:
d
G™" = ij b(]) 5 ijZ
j=1

Produkte " - G ergeben Vielfaches von 27:

3 3

RT.G"M = Z ng - m; a® . pl) = o7 Z n;m; = 2w - ganze Zahl
i=1,j=1 i=1

B-Matrizen:

GF = ijbgj) = Zbijmj oder G™ = B
J

Elementarvolumen des reziproken Gitters:

(2)?

Ve =det B = V.

denn: aus b0 - qU) = 27 . 0ij
= th Ay = (BT : A)zg = 2(5@'
1

= BT.A=2nm

= det(BT-A) =detBT -detA
=detB -det A
= det (271)
= (2n)3 det 1
= (2m)°

Ubrigens: Wegen BT A = 21, ist auch AT B = 271. D.h. das reziproke Gitter des reziproken
Gitters ist wieder das reale Gitter.
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3 kubische Gitter als Beispiel

einfach raumzentriert flachenzentriert
sc bee fce
1 0 0 -1 1 1 01 1
A-Matrix a 010 % 1 -1 1 % 1 01
0 01 1 1 -1 1 1 0
v ° ; ;
1 00 01 1 -1 1 1
B—Matrix ot o ot
— (27 - A‘l)T - 010 a3 2 1 01 s 2 1 -1 1
0 01 1 1 0 1 1 -1
Vi (2P =2r)Ps (E)P-2=(2n3F (Z)3-4=(2m)%

Netzebenen

Bedeutung der reziproken Gitterpunkte Gh fiir das reale Gitter:
B Gh=or . 7 h=2rg , geZ=0,+1,42, ...

Ist h Teilerfremd, d.h. sind die Komponenten von & teilerfremd (z.B. h = (1,2,3) ist tei-
lerfremd, h = (2,4,6) nicht) so durchliuft g = 7 - H, flir gegebenes h alle Zahlen wenn 7
alle ganzen Zahlen durchlduft. Alle 77 die zugegebenen h zum gleichen g fiithren liegen auf
der Ebene, def Netzebene. D.h. alle gitterpunkte sind Netzebenen angeordnet mit Normalen
parallel zu G" und Abstand 27 /|G"|. Kennzeichnung der Ebenen durch Millersche Indizes

(h17 h‘27 h3)

Sei ]5:1, R? ein Gitterpunkt der zu gleichem g fiithrt dann gilt:
Bod - G g (B ) G =0

/——-- Netzebene (hy, ho, h3)



1.3. WIGNER-SEITZ ZELLE UND BRILLOUIN ZONE 17

1.3 Wigner-Seitz Zelle und Brillouin Zone

Wigner-Seitz Zelle: Die Form der Elementarzelle ist nicht eindeutig. Eine gebr&uchliche
Wahl der Elementarzelle ist die Wigner-Seitz Zelle. Sie ist auf einem Gitterpunkt zentriert
und umschliefit die Menge aller Punkte, deren Abstand zu diesem Gitterpunkt kleiner ist als

zu jedem anderem Gitterpunkt.

Konstruktion: Zeichne Mittelsenkrechte bzw. Mittelebene auf die Verbindung
aller Gitterpunkte: Das eingeschlossenen Volumen bildet die
Wigner-Seitz Zelle. Die Wigner-Seitz Zellen aller Gitterpunkte

fiilllen den Raum dicht.

l ([ ] ®

(erste) Brillouin Zone: Wigner-Seitz Zellen des Reziproken Gitters z.B. Brillouin Zone des
bee-Gitters hat die gleiche Form wie die Wigner-Seitz Zelle des realen fce-Gitters, das rezi-
proke Gitter des bce-Gitters ist das fee-Gitter.




18 KAPITEL 1. STRUKTUR VON FESTKORPERN: PERIODISCHE STRUKTUREN

flachenzentriert

raumzentriert
bec

eimnfach kubisch
SC

=]

-
D
=
-
)
=
N
i
o
M

Wigner-Seitz-Zelle
Brillouin-Zonen
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1.4 Gitter mit Basis (nicht-primitive Gitter)

Nicht-primitive Gitter enthalten mehrere Atome in der Elementarzelle des Bravaisgitters.

Ri = R - R , p=1,2,..
~~ ~~
Translationsgitterpunkt Lage in der Elementarzelle
®@ Sy
® 4 4 9
[ 4 @ L 4 9
C D
‘E/ Eﬂ
L L ]
R’ﬁ

Das Gesamtgitter besteht aus verschiedenen Untergittern, die durch die Gitterpunkte ﬁfj mit
festem p aufgespannt werden.

Diamant Gitter (C,Si, Ge) besteht aus 2 fec Untergittern mit R"-Vektoren R' = 0,

R2= % (1,1,1), d.h. die Untergitter sind in Richtung der (1,1,1)-Achse um %\/3 verschoben.
Beide Plitze sind mit identischen Atomen besetzt. Es gibt keine Inversionssymmetrie.

.

A Y

_____

R —— L T _]

Diamantstruktur Zmkblendestruktur

Zinkblende Gitter (C,Si, Ge)

(ITI-V Halbleiter, GaAs, InAs, InP, ... ; II-IV Halbleiter

aufler ZnS, ZnSe, CdS, ...) Genau wie Diamantstruktur, nur R! und R? sind mit verschiedenen
Atomen besetzt.
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NaCl-Gitter

K IEEEERRER [ °

il la.. Grilelinen

e
S SR PO 2 fcc Untergitter:
T T N S S ];?’2:%(1,070)1]3,01

O.:I.;...:gzi..:....@.-'
@ e O ....... Y
Na Cl

2 sc Untergitter:
R'=0
R?=%(1,1,1)

CuszAu-Struktur

1 fcc Untergitter ist mit Au-Atomen
a besetzt, die anderen 3 mit Cu-Atomen

(Perovskit, BaTiO3, SrTi03)
Au

CuAu-Struktur

abwechselnde Stapelfolge von
Cu- und Au(100) Ebenen
= tetragonale Symmetrie

Fe(a) - Atome haben nur 8Fe-n.N.
Fe(b) - Atome haben 4Si und 4Fe-n.N.
Si-Atome habe 8Fe-n.N.

n.N. = néchste Nachbarn
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hexagonales Gitter

einfach hexagonales Gitter dichteste Kugelpackung in der Ebene

i A
i | 7Y
: AT A

ai 60° a
a 1w 1 a4
2 cos 30° 2 %\/3 V3
dichtgepackt

| : rdumlich verschiedene Stapelfolgen
: : von dichtgepackten Ebenen
|

@ gl
Stapelfolge:
fee
flichenzentrierter Kristall
(111)-Ebenen
hexagonal «
dichteste Kugelpackung @ - - — - - — — — — — — I}
...................... ’}/
« Q
e —— 3
[ T T ’y
60— == — = — = — = — — «
a—————————— - = = = — - == - — = I}
B — — — m vy
« Q

a1:1/a§+(%)2:>3—§:2-\/g:1,633
Ideale £-Verhéltnis
hep-Gitter: Zweifach hexagonale Untergitter: R! = 0; R? = %a_i + % i5 + %afg
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Tabied 1 _

EEERTENTSWITH THE MONATOMIC FACE-CENTERED

CUEIC CRYSTAL STRUCTURE

EB'IENT a (A} ELEMENT  a{A) ELEMENT  a(A)
Ar 32642 K) Ir 38 Pt 392
Ag 4.0% Kr ST254KY  APu 464
Ad 4.05 La 530 Eh 380
-An 4.08 Ne 442 (4T B Sc 454
Ca 458 N 52 §e 6.08
Ce 5le Py 195 Th 5.08
B-Co 355 Pd 189 Xe(5§K) 620
Cu 3.61 Pr 516 Yb 549

Data in Tables 4.1 10 4.7 2ve from R W, G. Wyckoft, Crysraf Siructres; 2nd ed.,
Listérscience, New York, 1963, It most cases, the data are take AL abaut roonT férm-
perature apd notmal atosphenc pressure. For siements that exist ux. mmAny fortng the
stable Toom temperature forin {er forhs) is given. For more detailad mitomgabon, thore
precise Jattict constants, and referencet, the Wyekoff work should bs Sonsultsd.

Tablz4:2
ELEMENTS WITH THE MONATOMIC BODY-CENTERED
CURIC CRYSTAL STRUCFURE
ELEMERT  a(A) ELEMENT g (&) ELEMENT @ (A)
Ba 5.02 Li 349 (7% K) Ta. 331
Cr 233 Mo EA 7 T1 388
Cs 6.05 (78 K) Ni 423 (5K) v 3402
Fe 287 Nb i W 116
K 5235 K] Eh 3503 K)
1B DHT 4F.%
' WITH THE HEXAGONAL CLOSEFACKED CRYSTAL
SLEMENT a(A) ¢ cin ELEMENT ald) ¢ cfa
Be 229 358 1.5 Os 274 432 158
('] 298 562 .59 Pr 31.67 5.82 1.6l
Ca 365 596 L63 Re 27 446 162
=Co 251 407 42 Ru 27 428 159
By 558 565 L37 Sc 331 527 1S9
Er 356 5359 157 Th 360 Sey 158
Gd 36 578 1® Ti 295 469 189
He(2K) 357 533 163 Tt 346 553 160
HE 320 506 158 Tt 354 555 157
Ho 358 562 187 Y 365 573 157
La A7 6.07 1.62 Zn 2.86 4.95 LB6
Lu 350 555 1359 Zr 123 515 159
Mg 3230 521 L&

Nd 368 580 1.6 “Ideal™ L53
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1.5 Kristallsymmetrien

Transformationen, die das unendliche Gitter in sich iiberfiihren, so dass nach der Transfor-
mation die gleichen Gitterpunkte mit dquivalenten Atomen besetzt sind wie vor der Trans-
formation.

Allgemeine lineare Operation, die den Abstand zweier Punkte erhélt:

S > 7] = { F
Or =7 = \_D/_/ T+ 1Y _{paD}r
Drehung Translation

speziell: reine Drehung {0; D} (det D = 1)
reine Translation {7; 1}
Inversion {0; —1}
(uneigentliche Drehung: det D = —1)

Symmetrie-Operationen des Gitters: S R = R fiir alle R"
Gesamtheit aller Symmetrie-Operationen eines speziellen Gitters bilden die Raumgruppen
des Gitters.

Jedes Bravaisgitter hat als Symmetrieelemente:
a) Einheit {0;1}
b) Inversion {0;—1}
¢) Translation {R";0}

Die verschiedenen Bravaisgitter unterscheiden sich durch die Operationen mit Drehungen:
S ={p D}. B o

Z.B. p=0bzw. S = {0; D} reine Drehung oder p'# 0, R" d.h. mit nichtelementaren Trans-
lationen verkniipfte Drehungen (Schraubenachsen, Gleitspiegelebenen).

Die Operationen {67 D} bilden die Punktgruppe des Kristalls . Sie beinhaltet nur die Rich-
tungssymmetrie, besagt aber nichts iiber die in der Raumgruppe enthaltetenen Translationen.

Insgesamt gibt es 32 verschiedene Punktgruppen, die die Kristalle in 32 verschiedene Kristall-
klassen unterteilen. Die einfachsten sind:

nur Einheit {0; 1} und Inversion {0; —1}
als Symmetrieelemente
kubisches Kristallsystem | Tetraedersymmetrie (T", Ty, T 4)

‘ Oktaedersymmetrie (O, Oy,)

triklines Kristallsystem

Oktaedersymmetrie O : 48 Symmetrieoperationen (alle Drehungen um die Mitte eines
Wiirfels, die den Wiirfel invariant lassen).
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304 . 403 . 602
3 mal 4—zéihiige Achsen 4 mal 3—zéihlige"Achsen 6 mal 2—.zéihlige Achsen
(durch Seitenmitten) (Eckpunkte) (Kantenmitten)

Zahl der Elemente der Oktaedergruppe O:

1 + 3.3 + 42 4+ 6-1 = 24
(E + 3Cy + 4C; + 602)
falls zusétzliche Inversionssymmetrie I: Op-Gruppe - 2 - 24 = 48 Elemente

48 Symmetrieelemente der Oj,-Gruppe (fiir beliebigen Vektor R= (x,y,2)

1) beliebige Vorzeichenwechsel +x, +y oder +z
F(x,y,z) = F(xz,y,2) = F(z,ty, z) = ..., falls F(z,y,2) Op-Symmetrie hat
= 23 = 8 Elemente

2)  beliebige Vertauschungen von x, y und z
F(m,y,z) = F(y,x,z) = F(z,y,x) = F(.CL‘,Z,y) = F(y,z,x) = F(Z,Qf,y)
= 3! = 6 Elemente

= insgesamt 8 -6 = 48 Elemente

Durch Kombination der Symmetrieelemente der 32 Punktgruppen mit Schraubenachsen und
Gleitspiegelebenen erhélt man insgesamt 230 Raumgruppen.

Die Zahl der Punktgruppen und Raumgruppen ist dadurch stark eingeschréankt, daf} es in
einem Kristall nur Drehachsen C,, mit den Zihligkeiten n = 2,3,4 oder 6 geben kann.

Beweis:
Basisvektor @, Symmetrielement D
Was ist die Zdhligkeit von D?

Mit @ sind auch D& und D~1'@ Gittervektoren, da D eine Symmetrieoperation ist. Ebenso
ist D@ + D~'@ ein Gittervektor. Da er parallel zu @ ist, muf} er ein ganzzahliges Vielfaches
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von @ sein.
D&+ D' =23 cosp = 2cos p = ganze Zahl

2cosp 2 -2 1 -1 0
® 2r  27w/2 27/6 27/3 2mw/4

360 180°  60° 120  90°

Cp, C1 Co Cg C3 C4

Nur die Zahligkeiten 2, 3, 4 oder 6 sind kompatibel mit der Translationssymmetrie. Aber z.B.
fiinfzéhlige Symmetrien (Ikosaedergruppe) nicht .

1.6 Gitterperiodische Funktionen

Problem:
Darstellung einer Gitterperiodischen Funktion

F(7) = F(F+ R") fiir alle R"

(z.B. Einteilchenpotential V (7) = V(74 R") oder Elektronendichte n(7) = n(7+ E")) durch
eine Fourierreihe bzw. ein Fourierintegral. Wenn ich # in der Einheitszelle kenne, dann kenne
ich diese im ganzen Raum.

F(M =Y baw. / dk F(k)e*™
i

Wegen der Periodizitét F(7+ R") miissen die in der Summe " auftretenden k-Vektoren die

E
Bedingung

g

eFE" =1 fiir alle " erfiillen, d.h. k=3s"=k"
d.h. die zugelassenen k-Vektoren miissen reziproke Gittervektoren k" sein.

F(f) =Y F e = F(7+ B
h

Zur Bestimmung der Entwicklungskoeffizienten benutzen wir die Formel (Beweis s.u.):
1 e YA
— / i F(R)e " =Fm = 5,
‘/’Z )
Ve

und erhalten:

. 1 J—
Fi= 1 / dif F(7)e "7
Vz

Falls F(7) = 3 f(F— R") als Summe “atomarer* Anteile f(7— R") dargestellt ist, kann man

n
Fh auch schreiben als:
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Beweis: ¢ [ 47 F(7)el"™ = 0
Vz

a)Oberflichenintegral - GauB’scher Satz

1 T 1 Th Z'Eh Fho
d zk’r:O: /‘d_'a zkr: /‘d—»zkr
_zv/ Fe _zv 7O € - e

Vz
N———

entweder kh=0 oder [ diei*"7=0

Vz
dF = :
dF sind entgegengesetzt gleich,

h= h (= . .
ek = k" (M+R") gind gleich

L e 2 ikh(Ad)
T /dre =1 /d(A{)e
V. Ve

k"=Bh, B -A=2r1
df:d(Ag‘) :detA.ézvzngz'

B / /df? /deei 2m(habithatothsts) — 5, 00hs,00ms,0 = Oh,0
0

Andere wichtige Formeln:
a) iy [ dk etk(B"+R") — dnn  analog zu obiger Formel

(2m)3
b) V% ; ok _ Z §(F — R”) periodische §-Funktion
¢) (2‘7/:) . Xh: e:l:zEﬁ" Z 5} (k k:h) das Gleiche im reziproken Raum

Beweis zu b) ( c¢) folgt aus Analogie zwischen reziproken und realem Raum)

1 e 1
Setze F(T° Zé F—R") = F, = v /df’e_Zkh’“F(F) -
zVZ P
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Kapitel 2

Gitter im Gleichgewicht

2.1 Adiabatische Niherung

Der Hamiltonoperator fiir das System aus Elektronen und Kernen lautet:

n’ 2 1

A e? Zne?
Bt e S e S e S

wobei M™ die Masse der Kerne ist.

Wegen 7 < 1 folgt: bewegen sich die Kerne sehr viel langsamer, so sehen die Elektronen
die Kerne quasistatisch. Die Elektronen bewegen sich also in der statischen Konfiguration der
Kerne

= HAR"}Y (ry...15..7, {R"}) = e{R"}V (..rjo..; . {R"})
Ansatz fiir die Wellenfunktion:

@ (r1..rn|R1CR™ 1) = x (.R"...5t) g (r1..; {R"})

A S et p () = o
2Mn e 5 Z t
Der elektronische ganzzahlige Eigenwert €, zu den momentanen Kernlagen tritt hier als Po-
tential fiir die Kerne auf.
e{R"} im allgemeinen sehr kompliziert
= 1) Allgemein sehr kompliziert = allg. Jellium
2) Modell ansétzen

2.2 Potentielle Energie der Atomkerne

Potentielle Energie der Atomkerne: ®(...R"...) sehr kompliziert
Es gibt jedoch allgemeingiiltigere Aussagen, beruhend auf Invarianz = Erhaltungssitze

28
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2.2.1 Zeitinvarianz und Energiesatz

® hingt nicht explizit von der Zeit ab

= d.h. ®(t) ist invariant gegeniiber beliebiger Zeitverschiebung 7
= ®(t + 7) = ®(t) fiir beliebiges 7 = 0;P(t) =0

Aus den Bewegungsgleichungen:

M"R™Mt) = —aRn‘ID(‘-‘Rn"‘)‘ Ry + Z

d
Bl V0 _=
e 2 dt

g [Z M (R +<I>(...R”...)} ~0

4\l

(Ro)? = —Z [®(...R"...)]

Energieerhaltung E=konst

2.2.2 Translationsinvarianz und Impulssatz

Das Potential dndert sich nicht, wenn alle Teilchen um einen beliebigen Vektor 5 verschoben
werden.

¢(...R"..R™..)=P(...R" —£..R™ —£...) fiir beliebige &

9 4

do =
— OR™

dg

0

1) ® darf nur von Differenzen abhéngen ®(R™ — R, ...R™ — R'..)
2) Bewegungsgleichung;:

M"R™(t) = —9pn®(...R"...) =0
= %[M " . Rj] = 0 Impulserhaltung

2.2.3 Rotationsinvarianz und Drehimpulssatz

® dndert sich wenn alle Teilchen einer Drehtransformation unterworfen sind. Drehungen um
eine Achse d mit Winkel o:

&(..D'R",.D'R™ ..) = ®(.R"..R™.)

[

« infinitesimal
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Df(r) = f(D7)
= [+ A7)
= f(F+ad x 7)
= f@) taldxP) o
= f(F)—i—ozd(rxir)-f

Fiir infinitesimale Drehung folgt daher:

> <R" .
> (7

n

0
)

g <_£n@>> -

> (0 (a0 i) =0

-~ X

B x (M".J??”)) —0

2.3

konstant

Modellpotentiale

2.3.1 Zweikorperpotential

2 Teilchen : RB" und R™

wegen Zeit-, Translations- und Drehinvarianz nur vom Abstand |§ﬁ

V(R",R™)

Viele Teilchen
korperpotentialen

—

®(..R".

Beispiel:
1) Lennard-Jones:

Vi(r)

starke AbstoBung fiir kleine r

V(IE™ — R))

n>m

C12
rl2
~—~—~—

KAPITEL 2. GITTER IM GLEICHGEWICHT

— §m| abhéngig

: Die einfachste Ndherung fiir viele Teilchen ist eine Summation von Zwei-

Ry = VR B = 5 S V(R B7)

n#m

van-der-Waals Anziehung fiir grofle r
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V() == ((2)% - (2)°)
Gutes Potential fiir Edelgase

21/6-r0

7o

2) Morse-Potential:

V(r)=D (e—2a(r—r0) - Ze_o‘(r_ro)) 3 Parameter D, a, 1

o — %ln?

To

3) Coulomb-Potential (Ionische Systeme) z.B. Alkalihalogenide

Vi (1) = % + ije—r/p , Qu,Q, lonenladungen

Die Konstanten der Potentiale werden durch Fits an experimentelle Daten bestimmt, z.B.
Kohisionsenergie, Leerstellenbildungsenergie, Gitterkonstante, elastische Module, usw.
Parameter nicht eindeutig bestimmt, keine selbstkonsistenz in den Parametern = grofle
Willkiir bei der Festlegung. Form der Zweikorperpotentiale zu eingeschrankt

= Mehrkorperpotentiale kénnen nicht vernachléssigt werden
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2.3.2 Dreikorperpotentiale
3 Teilchen 1, 2, 3:

V(Rla R?, ﬁg) = f/(]:fl - R?’, R~ ];’:3) wegen Translationsinvarianz
= V(]ﬁl — §3|, |§2 — ];’:3|, cos (13,23)) wegen Drehinvarianz

abhéngig von 3 Variablen X )
van-der-Waals Dreikorperpotential Ris = |R! — R2|, Ryo - Ry = cos (12,23)

S = = C
V(R B2, R?) = T NONE {—2+ 3 (cos?(12,23) + cos®(23,31) + cos?(31,12))

9cos(12,23) - cos(23,31) - cos(31,12)}

Vielkorperkrifte:
kinetische Energie von freien Elektronen:

NV?’L5/3 , kp= (37T2n)1/3 , V= Volumen, ’I’L:% Dichte

inhomogenes Elektronengas in Thomas-Fermi Niherung

31 avass [ /s
Ekin = ——m(27r ) dr’ (n(7))
1%

Elektronendichte n(7) hingt im Prinzip von allen Kernkoordinaten ab.

Embedded Atom Method:

D D 1 DI D7 m)/ pm
V(Rl...RN):§Z o([B" =R+ e ™ (E™)
—_——

n7m Zweikorperpotential

n(m)(ﬁm) Elektronendichte am Platz R™ in Abwesenheit von Atom m

~Y

= nﬁtom(\ﬁm — R"|) Superposition von atomaren Dichten der Nachbaratome
n(#m)

2.4 Gleichgewicht als Minimum der potentiellen Energie

Die Gleichgewichtslagen eines Punkthaufens ﬁl, e RN sind dadurch bestimmt, dass alle Ato-
me kréftefrei sind bzw. dass die potentielle Energie minimal ist.

0P
Fzm:_wz—(b;n:o
Bei gegebenem Potential @(ﬁm) sind dies 3N Bedingungen zur Bestimmung der Koordi-
naten R!,..., R".
Selbst bei kleinen Clustern aus wenigen Atomen kann das Auffinden der Gleichgewichtskonfi-
guration ein schwieriges theoretisches Problem sein. Bei der Methode des steilsten Gradienten
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versucht man, ausgehend von einer Startkonfiguration und der sukzessiven Berechnung be-
nachbarter Konfigurationen, moglichst den Weg des steilsten Gradienten der potentiellen
Energie in Richtung auf das n#chste Minimum zu folgen. Sehr oft aber gibt es viele Minima
mit relativ geringen Energieunterschieden. Dann héngt es im wesentlichen von der Startkon-
figuration ab, in welches Minimum man gelangt. Die Chancen, in das absolute Minimum mit
der tiefsten Energie zu gelangen, sind dann relativ gering; es sei denn, man rét eine hinrei-
chend gute Startkonfiguration. Man muss also schon relativ viel Information {iber die Struktur
oder Symmetrie der Gleichgewichtskonfiguration kennen.

Eine befriedigende Losung dieses Problems gelingt mittels Molekulardynamik, speziell der
Methode der simulierten Erholung (simulated annealing). Dabei 16st man die Newton’schen
Bewegungsgleichungen aller Teilchen als Funktion der Zeit, beginnend mit im Prinzip belie-
bigen Anfangsbedingungen fiir die Orte und Geschwindigkeiten der Teilchen. In bestimmten
Zeitabsténden redurziert man die kinetische Energie (die “Temperatur®), indem man z.B.
alle Geschwindigkeiten um den gleichen Faktor erniedrigt. So kann man entweder sehr schnell
oder langsam die Bewegung der Teilchen einfrieren. Das System {iiberstreicht dabei ein relativ
grofles Gebiet im Phasenraum, so es sich von alleine die energetisch tiefsten Konfigurationen
aussuchen kann. Man ahmt so das Verhalten der Natur nach.

Bei einem unendlichen Bravaisgitter verschwinden die Kréfte —(IDfL aus Symmetriegriinden.
Wegen der Translationsinvarianz ist

Y @ =0

Wegen der Translationsymmetrie ist andererseits

M = @7 = &) unabhingig von 7, il

Beides ist nur moglich, wenn alle d)lm = 0 sind. Dies kann auch als Folge der Inversionsym-
metrie gesehen werden: ®7' = @' = — P

Bei einem grofien, aber endlichen Kristall" ver- IR
schwinden daher die Kréfte im Volumen. Ubrig - L,
bleiben nur Krifte in der Ndhe der Oberflache, - L,

wo die Periodizitédt gestort ist. Diese verformen - .

den Kristall homogen, und zwar so, dass im re- B .
laxierten Zustand auch die Kréfte an der Ober- - N
fliche verschwinden. Dadurch sind die Gitterkon- N L
stanten und Bindungswinkel im Volumen eindeu-

tig bestimmt. N ~

] ™ m

In praktischen Fillen ist es viel einfacher, di- I N T T — P!
rekt vom unendlichen Kristall auszugehen und die
Energie Ez pro Einheitszelle zu minimalisieren.
Die Gesamtenergie des unendlichen Kristalls ist
dann E;,; = NEz, wobei N die Zahl der Einheitszellen angibt. Die Energie F ist nur
abhingig von der Form der Zelle, die durch die 3 Basisvektoren @), @®,@®) bzw. durch die

Matrix A;; = al(.j ) festgelegt ist.
Gleichgewichtsbedingung: A;; so wihlen, dass da,, E.(A) = 0.
Dies sind 9 Gleichungen fiir die 9 Elemente A;;. Da aber die Energie Ez(A) = Ez(DA)
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drehinvariant ist, kann sie nur von drehinvarianten Anteilen von A abhingen. Wegen der drei
moglichen infinitesimalen Rotationen existieren zwischen den 9 Gleichungen drei Identitéten,
die fiir alle A erfiillt sind. Ubrig bleiben dann 6 Gleichungen fiir die 6 invarianten GroBen,
die das Bravaisgitter festlegen:

3 Gitterkonstanten a, b, ¢ und 3 Winkel «, 3, 7.

kubischer Kristall als Beispiel a =b=r¢, a ==~ = 90°

0
E; = Ez(a) = %Ez(a) =0

Zentralkrafte:

[e.e]

1 o 1
Ez =3 %V(m D=3 > v=1V()Z,

Atome E™ nach Schalen aus Z, Atomen mit gemeinsamen Abstand [, anordnen.

obkz 1 , al, o, 1,
da =0= ZZV:V(ZV)ZV&I " da  a yda by ~a
= V'(1,)Z,1, =0
v=1
V(R)

l1 lo

nur nichste-Nachbarwechselwirkung: nur v =1
V'(l;) =0, 13 = Minimum von V
nédchste und iibernéichste Nachbarwechselwirkung: v = 1 und 2

Z1lh V’(ll) +Zs5ls V/(lg) =0 1 <y
—— ——

>0 >0
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Im allgemeinen erhilt man mehrere Minima fiir verschiedene Gitter (z.B. fcc oder hep). Die
Energieunterschiede zwischen solchen Strukturen sind oft extrem klein und kénnen in Praxi
nicht mit Zweikorperpotentialen berechnet werden. Als illustratives Beispiel behandeln wir
im folgenden van-der-Waals Kristalle (Edelgaskristalle).

van-der-Waals Kristalle mit Lennard-Jones

e - 23 {(3)- ()]

— 25{(%)122(12)_<%>62(6)} mit Z(m)zz<%>m>zl

n#0

Z(m) ist eine effektive Nachbarzahl, d.h. eine Konstante. Fiir grofie n ist Z(m) ~ Z;.

%illz —0=-12 <;—f>132(12)+6 <%>7Z(6) = <%>6 - %%

7(6))2
% = —% (ZS;)) ~ —%Zl , Z1 = Zahl der nichsten Nachbarn
Die fee-Struktur sollte wegen Z; = 12 wesentlich stabiler sein als die bee-Struktur (Z; = 8)
oder die scc-Struktur (Z; = 6). Eine Unterscheidung zwischen den dichtgepackten Strukturen

fcc und hep, die beide Z; = 12 und Z5 = 6 haben, ist aber praktisch unmdoglich

numerische Werte fiir fcc und hep (mit idealem 7 = 1,633)

| z(12)  Z(6)  (2(6))°/2(12)
fcc | 12,1319 14,4539 17,2203
hep | 12,1323 14,4547 17,2217

relativer Unterschied < 1074
hep wire demnach stabiler
Experiment: Alle Edelgase aufler He haben fcc-Struktur. He hat bee (und hep)



Kapitel 3

Kleine Schwingungen eines Cluster

Wir werden in diesem Kapitel die Grundgleichungen fiir kleine Schwingungen der Atome eines
beliebigen Clusters um ihre Gleichgewichtslagen ableiten. Wir werden dabei keine Annahmen
iiber Symmetrie und Struktur des Clusters machen, was eine Berechnung der Eigenschwin-
gungen und Eigenfrequenzen praktisch verhindert. Als einfachstes Beispiel werden wir im
folgenden Kapitel die lineare Kette (eindimensionales Problem) behandeln, und dabei sehen,
dass die Translationssymmetrie die Berechnung dieser Grofien stark vereinfacht. Gitterschwin-
gungen realistischer Kristalle werden in weiteren Kapiteln im Zusammenhang mit Ergebnissen
aus Neutronenstreuexperimenten behandelt.

3.1 Entwicklung der potentiellen Energie

Wir entwickeln die potentielle Energie ®(...7""...) der Atome ™ des Clusters um die Gleich-
gewichtslagen R", wobei wir annehmen, dass die Auslenkungen 4" = 7 — R™ klein sind.

N
Ol B4 am )= e G
m
D =Py + Py + Py + Py + Py + ... (3.1)
~ (U)O, (u)l> (U)2> (U)37 (U)4
®y = ®(...E™...) Gleichgewichtsenergie (zeitlich konstant) (3.2)

36
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®; = > u Y mit ) = Opm®(...K™...) (3.3)
m=1,..,N;i=1,2,3
Im Gleichgewicht ist ®; = 0, da alle Kréfte —®" fiir jedes Atom m und jede Richtung ¢

verschwinden.

Z uu O myn=1,..,Nin,j =1,2,3 (3.4)

mn,ij

(Born-von Karmen) Kopplungsparameter (2.0rdnung)

83

" mnp,ijk
Kopplungsparameter 3. Ordnung
harmonische Ndherung: ®3, %4 < @9
Hharm = Z 2Mm mq)mn n CI)0 (36)
m min,ij = konst.

Aus diesem Hamiltonoperator in harmonischer Niherung erhélt man die folgenden klassischen
Bewegungsgleichungen, die ein System von 3/N-gekoppelten Oszillatoren mit verschiedenen
Massen M™ darstellen.

_OH o, oH
“Tor 0 T T o
M™i (t) = Z@mn n (3.7)

Die Kopplungsparameter ®;7" haben die folgende anschauliche Bedeutung:

—®7" ist die Kraft auf das Atom m in Richtung 7, wenn man das Atom n in Richtung j um
eine Einheit auslenkt.

Die Kopplungsparameter haben daher i.a. eine geringe rdumliche Reichweite (i.a. mehrere
Nachbarschalen).

Kopplungsparameter fiir Zentralkrifte : ® = 1 V(|R™ — R™|)

m#n: O = Opndpn® = —0g,0p,V(R) , R=R"—R" (3.8)
RiR; V'(R) RiR;
= VBT -y (5”' R? >

Kraft auf Atom m in Richtung i: F" = =3 7" u?
i

j=o B

|

., 5 o5 V! 2, 2,
B = v (R) B(R - ) + L) (ﬁ—R( -ﬁ)) , R=
e NS —
u TTL‘J_
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= >

FH — FL >
— U AUl
O =S B o R

R R
., V(R
fi =V'(R) fi="R
n% @ @ ®
Spiralfeder Biege- oder Blattfeder

(longitudinale Feder) (transversale Feder)

m = n: Wegen der Translationsinvarianz ist > ®77" = 0
n

=t =— ) o (3.9)
n(m)

Zur Bestimmung der Eigenlésungen dieses Systems machen wir einen harmonischen Zeitan-
satz:

um

M(t) = u"e™t bzw. 4 sinwt oder coswt

M™Pul = oy (3.10)
nj

Da die Atome i.a. verschiedene Massen haben, ist dies (noch) keine Eigenwertgleichung. Mit
dem Ansatz

s = VAT (3.11)

kann man die Massenabhéngigkeit jedoch wegtransformieren und erhélt dann die folgenden
FEigenwertgleichungen:

Wsft =) Dj"sy (3.12)
nj

wobei die * dynamische Matrix “ D" durch

1 1
D" = = = D (3.13)
gegeben ist.
Bei gleichen Teilchen (z.B. Bravaisgitter) ist die v/ M-Transfomration (3.11) tiberfliissig, da
wegen der Gleichheit der Massen Gleichungen schon eine Eigenwertgleichung darstellt.
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Der Klarheit halber fassen wir im folgenden die Indizes (T),m =1,...,N;i=1,2,3 in einen
einzigen Index p =1, ..., 3N zusammen, so dass Gleichung (3.12) lautet:

3N
wQSu = ZDWSZ, w=1,...,3N D, =D,, (3.14)
v=1

Da D,,, eine reelle und symmetrische Matrix ist, gibt es 3N reelle Eigenwerte w,2 und 3N relle

(a)

Eigenvektoren s, ', a = 1,..,3N. Diese bilden ein vollsténdiges und orthonormiertes System.

3N 3N
ON: Z sff‘)sff‘,) = 0aar VS: Z Sff‘)s,(ja) =0 (3.15)
p=1 a=1

Daher kénnen wir die allgemeine Losung der zeitabhéngigen Gleichung (3.7), die in der jetzi-
gen Schreibweise lautet,

3N
—> Dpusu(t) (3.16)
v=1

(a)

nach diesen Eigenvektoren s, zerlegen.

3N
= s A1) (3.17)
a=1

Da der Vektor 5% Eigenvektor zur Matrix D zum Eigenwert ng ist, erhalten wir fiir jede
Normalkoordinate A, (t) eine lineare Oszillatorgleichung

An(t) = —w2An(t) a=1,..,3N (3.18)

Wir kénnen daher die Entwicklung (3.17) der Auslenkungen s, (t) nach den Eigenvektoren sff‘)

als eine unitdre bzw. orthogonale Transformation auffassen, die das System (3.16) von 3N-
gekoppelten Oszillatorgleichungen auf 3N-entkoppelte lineare Oszillatoren (3.18) zuriickfiihrt,
bzw. die die dynamische Matrix D diagonalisert. Die Orthogonalitéits und Vollstédndigkeits-

bedingungen (3.15) besagen gerade, dass die Matrix U, = s,(f“) unitdr bzw. orthogonal ist.

ON: U'U=1 VS: UU' =1 (3.19)

Aus der Symmetrie (3.13) der dynamischen Matrix D folgt, dass die Eigenwerte w? rell sind.
Fiir echte, ungeddmpfte Schwingungen miissen aber die Eigenfrequenzen w, reell sein, so
dass die Frequenzquadrate w? > 0 sein miissen. Dies folgt in der Tat aus der Stabilitiit.
Damit die Gleichgewichtskonfiguration ein Minimum ist muss nach Gleichung (3.1) fiir alle
Auslenkungen ui" der erste Term ®; = 1 und der zweite Term ®5 > 0 sein.

Z u PP = Z s DS > 0 (3.20)

mn,ij mn,ij

(a)

Wihlt man als Auslenkung s} = sm den Eigenvektor 5@ g0 folgt daraus w2 > 0. Fiir ein
echtes Minimum darf das Glelchheltszelchen w? =0 nur gelten fiir solche Auslenkungen die
eine Translation (4" = p) oder Rotation (¢™ = ad x R™) des gesamten Clusters beschreiben,
wiahrend alle anderen Auslenkungen Schwingungen mit wg > 0 sein miissen.
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3.2 Green’sche Funktion und Zustandsdichte des Clusters

Unser Ziel ist die Bestimmung der Green’schen Funktion der zeitabhéngigen Bewegungsglei-
chungen mit Kréften K" (¢)

M™ ()" (t) = =y S () + K[ (1) (3.21)
n.j
Mit der v/ M-Transformation: s7*(t) = v M™ul"(t), k™ (t) = (VM™) LK™ (t) ist dies dquivalent

zu

3N m
= Dusu(t) + kp(t) mit p= <Z> (3.22)
v=1

wobei Dy, die dynamische Matrix ist (D, = D,,). Die zeitabhéngige Green’sche Funktion
GI" (t) ist der Response auf einen d-formigen Impulsiibertrag auf das Teilchen n in Richtung
j tur Zeit t = 0.

M™GT () = — Y GE™M(t) + Ondio(1) (3.23)
Mittels £7"(t) = v M™G™ (t)vV/ M™ konnen wir auch die Green’sche Funktion der Gleichung
(3.22) einfiihren

Eu(t) Z Dy & (t) + 8,,0(1) (3.24)

Falls die Green’sche Funktion bekannt ist, ldsst sich das allgemeinere Problem mit beliebiger
auBerer Kraft K]"(t) (3.21) auf eine Integration zuriickfiihren.

/dt Gt — (YK (H) su(t):Z/dt’gw,(t—t’)ky(t’) (3.25)

Da dies nur eine partikulédre Losung ist, kann man fiir die allgemeine Lésung noch eine belie-
bige Losung der homogenen Gleichung hinzu addieren. .

Zur Bestimmung der Green’schen Funktion &, (¢) gehen wir zur Fouriertransformierten &, (w)
iiber.

“+oo

Eun(t) = / ;l—:e_i“’tgw,(w) (3.26)

—00

Dies hat den Vorteil, dass die Differentialgleichung (3.23) bzw. (3.24) in eine einfache Matrix-
gleichung iibergeht.

(D—-w’1)€(w) =1 (3.27)

Ferner wird im Fourierraum aus der Faltung (3.25) eine einfache Multiplikation der Fourier-
transformierten.

w) = Eurky(w) (3.28)
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Die Fouriertransformierte & (w) hat auch eine direkte anschauliche Bedeutung. Wie man leicht
zeigt, ist fiir eine rein harmonische Einheitskraft, k,/(t) = d,/,e 70! das Verschiebungsfeld
su(t) gegeben durch

su(t) = G (wo)e ™! (3.29)

d.h. €, (w) ist der Response auf eine harmonische Kraft. Insbesondere ist €, (0) die statische
Green’sche Funktion, d.h. fiir zeitliche Kréfte:

—+o00

£(0) = / dt&(t) = Estatisch (3.30)

—00

Zur Bestimmung von € (w) miissen wir die Matrix D —w?1 invertieren. Hierbei ist zu beachten,
dass die Green’sche Funktion nicht eindeutig ist, wie fiir den linearen Oszillator gezeigt wurde.
Fiir die retardierte Green’sche Funktion miissen wir w durch w + ie ersetzen.

—{D—(w+ie)’1} " £— 40 (3.31)
Fiihren wir die Eigenvektoren (3.14) von D ein
D5 = 25 (3.32)
und benutzen die Vollstindigkeitsrelation > |5 (5(¥)|| = 1 so gelangen wir von (3.32) zur
@

sogenannten “Spektraldarstellung” von é

3N
B ey ) 0)s7(a)
) =2 oy P W) = LNy s (3.33)

Wegen des Faktors ie besteht die Green’sche Funktion aus einem Realteil und einem Ima-
ginérteil. Die Zerlegung in beide Anteile geschieht mittels der Formeln.

1 x ic 1
N B =P{z) - 0 3.34
z+ie x2+e2 xZ+e2 <$> ind(z) , €—+ (3.34)
- =P 5—— | +imsignwi(w’ - w; 3.3
wg—(w+¢5)2 wa—oﬂ—%sw <wg_w2>—|—m51gnw (w w3) ( )

wobei P (%) der Hauptwert von % bedeutet.

Reg(w ZP<W21 )I*“><*a|—Res< w) (3:36)

_ w2
Imé(w) = msignw » 6w — w2)[5) (5| = -Im&(-w) (3.37)

Real- und Imaginirteil von &(w) sind iiber die Kramers-Kronig Relation miteinander ver-
kniipft. Zum Beispiel ist

Re&(w l/d ’2P —5 Img(w) (3.38)
0

:1
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Eine sehr wichtige Grofe ist die Zustandsdichte Z(w?) bzw. das Spektrum der Eigenwerte w?.
Per Definition gibt Z(w?)dw? die Zahl der Eigenwerte der dynamischen Matrix im Intervall
(w?, w? + dw?) an

3N
Z(Ww?) => 6w —wl) (3.39)
a=1
/ dw? Z(w?) = 3N (3.40)
0
Z(»?) Z(@?)

[ (.
» »

2

Bei einem endlichen System besteht Z(w?) aus einer Folge von §-Funktionen. Erst bei einem
unendlichen System bzw. bei einer geeigneten Verschmierung der Eigenwerte wird daraus ei-
ne kontinuierliche Verteilung. Diese Verschmierung kann z.B. durch anharmonische Effekte
verursacht werden, die zu einer endlichen Lebensdauer der Phononen bzw, einer Energie-
verbreiterung fiihrt. Sehr oft fithrt man statt des Spektrums Z(w?) der Eigenwerte w? das
Spektrum Z(w) der Eigenfrequenzen w, > 0 ein.

3N
Zw) =) dw-wa) =2wZwW?) , w>0 (3.41)

a=1
Wegen der Relation D = 3 w?2|5(®)(5(*)| und Spur |5(®)(5{®)| = 1 kann man die Zustands-

dichte Z(w?) formal auch schreiben als

Z(w?) = Spuré(w? — D) , da §(w? — Z(S (W? — w2)|5(D) (Y| (3.42)

Dies ist niitzlich zur Ableitung einfacher Summenregeln. Zm Beispiel gilt:

3N &~ M™

me

[ee]
1 1 1
= —N/ Hdw? = —SpurD = — g — o (3.43)
0

wie man durch Einsetzen von (3.42) in (3.43) zeigt.Dieses Ergebnis ldsst sich wie folgt inter-
pretieren: (w?) ist der Mittelwert aller Quadrate der Einsteinfrequenzen des Clusters.

i 2 1
(wglilnstein) = Mm q)sz (344)
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Diese erhélt man als Eigenfrequenzen, wenn man in den Bewegungsgleichungen (3.7,3.10) alle
Nichtdiagonalelemente vernachléssigt, d.h. alle Teilchen bis auf das Teilchen m festhalt und
dieses nur in Richtung ¢ schwingen l&f3t.

Qmm

me2uzm = (I)szu;n = w%)isntein = Mm (345)
Analog kann man auch (w?*) berechnen, usw.
1 1 1 1
4\ _ 2 _

Ein Vergleich der Darstellung (3.42) fiir das Spektrum Z(w?) mit der Gleichung (3.37) fiir
Imé(w) zeigt, dass beide Groflen eng miteinander verkniipft sind. Offenbar gilt:

Z(w?) = %signw Spur Im§(w) = Z 51g:w1m &M (w) (3.47)

mi

Die Definition des Schwingungsspektrums lésst sich verallgemeinern, indem man fiir jedes
Atom m und jede Richtung i ein lokales Schwingungsspektrum definiert.

Z|s ) 26(w? — w?) (3.48)

Offenbar wird hier jeder Eigenzustand « gewichtet mit dem lokalen Amplitudenquadrat ]sm|2

der Eigenmodus 5(®). Dieses Spektrum ist normiert und liefert das Gesamtspektrum Z(w?),
wenn iiber alle Atome m und Richtunge i summiert wird.

/ W22 =1, SUPW?) = 36w — ) = Z(?) (3.49)
0 mi [e%

Das mittlere Frequenzquadrat <w2>zm ist gerade durch das Quadrat der Einsteinfrequenz (fir
Atome m und Richtungen i) gegeben:

1
/ du? 2 2 (w0 Z|s Q)P = DI = (3.50)

Durch Vergleich von (3.48) mit (3.37) erkennt man, dass das lokale Spektrum Z"*(w) mit dem
Diagonalelement des Imaginérteils der Grenn’schen Funktion identisch ist.

sign w

27 (w?) = 2 I g () (3.51)



Kapitel 4

Lineare Kette

4.1 Eigenfrequenzen und Eigenvektoren

unendliche lineare Kette aus Teilchen gleicher Masse

’LLO ’LLl U2 un—l u”

— — — — —

0 a 2a (n—1)a na

Kopplungsparameter: ™" = @mthnth — —  g=—m-—n  _ plm-n|
Translation Inversion

niichste Nachbarwechselwirkung: ®(1) = f; iibern. NW.W.: & = f,

M = _fl((sm,n—i—l + 6m,n—l) + 2f15mn
_f2(5m,n+2 + 5m,n—2) + 2f25mn

Parametrisierung ist auch allgemein (ohne 2 Korperkréifte) giiltig.

f2 f2

LSV VATATVATATAY
e e e

m-2 m-1 m m+1 m +2
f, f,

Losung der Bewegungsgleichung:
harmonischer Ansatz:

u™ (t) — SmeiQt

— MQ%s™ =" @ms"
n

44
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Eigenfunktionen s™ fiir ideal-periodische Kette: s™ = %™ ( ebene Wellen )
1) Beweis durch Einsetzen : ™" = &lm—nl

MQ2SOeikam _ E : (I)\m—n\eia(n—m) Soeikam

unabhingig von m
also: MQ? = ZQJW ikah ZQJW cos (kah)

= Zfb‘hl cos (kah) — 1) da Zfbh

h#£0

M} = 2y el <’“h>

h#£0

2) Beweis mittels Blochtheorem : ®™" = &™) ist translationsinvariant

Translationsoperator T': Translation des Verschiebungsfeldes s™ um eine Gitterkonstante

(T3),, = ZTm”s" = 5" Auslenkung s™*! verschoben auf Ort ma

n
mn
T = 5m+1,n

T und @ sind vertauschbar: T® = T
(T®),p, = ®"HIN = OnHL=0) — gmn—l — (T, , | T =™ 6,0, 1
Konsequenz: ® und T haben gemeinsame Eigenvektoren falls:
d5 = MQ?5 — O(T5) = MQ*(T53)
§ Eigenvektor zum Eigenwert MQ? — (T's) Eigenvektor zum gleichen Eigenwert M 02
falls keine Entartung vorliegt (d.h. zum Eigenwert MQ? gibt es nur einen Eigenvektor )
TS5 =75 d.h. §ist auch Eigenvektor von T' zum Eigenwert 7

falls Entartung vorliegt (mehrere Eigenvektoren 5 zum gleichen Eigenwert MQ?2)
— entartete Eigenvektoren § konnen stets so gewéhlt werden, dass die gemeinsamen Eigen-
vektoren zu ® und zu 7T sind (ohne Beweis)

Werte von 7:

(T5)y, = 78™ = 6™ — ™ = (1)™s"
nur solche Losungen sind erlaubt, die fiir n — +oo endlich bleiben (wegen Normierung des
Eigenvektors 5). Daher: |7| = 1 bzw. 7 = €™ = ¢iFa,
ika

s™ = s%kem Bigenvektor von T mit Eigenwert 7 = e
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kah
= FEigenvektor von & mit Eigenwert MQ? = —2 Z @M gin < a4 >
h#0
Eigenlosungen zum Eigenwert Q(k) = Q(—k) sind Gitterwellen

a

s"(k) = 2—6““" , s"(—k) = ,/216_““” 2-fache Entartung
™ T

bzw. u"(t) = ,/Qieiik‘meimkt laufende Welle
7r

(Wegen der 2-fachen Entartung braucht das Blochtheorem nicht erfiillt zu sein)
durch Linearkombination erhé&lt man als Losungen auch

u"(t) ~sin oder cos(kan + Qt) reelle laufende Wellen
u"(t) ~ sin / cos(kan + «) - sin / cos(Q;t + 3) stehende Wellen

K =k+ %’T: dquivalent zu k, da Auslenkungen d™ ~ e?*om = gilk+2F Jam gleich sind!
u"(t) sin(kan - Q 1) sm k+f )an - O 1)
\ 7@%&
0 1a 5a 6a
s(k) = s™(k 4 2

. . . . . . . . 2_7-(
k) = 0 (k n 27r) } periodische Funktionen im reziproken Gitter (mit Periode =)
daher: k-Werte auf eine Periode beschrinken, da sonst gleiche Zustdnde mehrfach gezéhlt
werden.
zweckmifig: —2 < k < 4T 1.Brillouinzone
(nur dann bedeutet Q=0 auch k = 0: Ubergang zum Kontinuum ist einfach)



4.2. DISPERSIONSKURVEN

4.2 Dispersionskurven

Q% (k) = —% > sin’ (@)

h#£0

a) nur niichste Nachbarwechselwirkung: ®}, = —f
e
Q(k) = \/4f M sin <7>

k=0 Qk) =~/ Lak:

-
e

/
/

~v

|
T |
| |
| |
n §
5 0

S™ langsam veriinderlich k£ = 0 reine Translation 2 =0 — Ubergang ins Kontinuum

k= g Qnax = 2\/7M
S™ ~ (—1)™ benachbarte Atome schwingen gegeneinander

Federn in der Mitte in Ruhe!

of o ™~

b) mit iibernichsten Nachbarn: f; = ¢”(+a) = W), fo = " (+2a) = &

ka
2 . 2 Rka .2
MQ* =4(f sin” - +f2 sin“ ka)
— . bei Z
maximal bei = @

47
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Q(k)
|
|
|
2 Maxima moglich und zwar falls /\ |
/ Vo
f \
=5 2y 4
|
|
|
T k
fo und f; sind nicht beliebig. Stabilitit verlangt: Q2 > 0
k= g fi>0
k~0: L4 f>0 dann Q2 >0 fiir alle k

4.3 Green’sche Funktion der linearen Kette

G™(t —t"): Auslenkung des Atoms n zur Zeit t, falls auf das Atom [ z.Z. t = t’ stoBférmig ein
Impuls der Grofle 1 iibertragen wurde

MGnl l Z (I)anml ) + 6nl5(t _ t/)

Fouriertransformation:
Grrhamth _ gnm _ g(n—m)
Grhlth — ol — c(n=1)

Entwicklung nach Eigenfunktionen S™(k) von ® (VON System)
s"(k) = Va2mettn

-+ 4+

a

GM = [ dk~y(k)s"(k)s"™ (k) , O = / dk s (k)s™ (k)

SRk

a

~v(k) = ie wegen Retardierung
M (Q*(k) — (w+l€) )
+ta
zka(n 1)
Gnl
27TM/ — (w + ie)?

Bedeutung von G™ (w): harmonische Kraft k;(t) = dge~ ot

= Auslenkung u™(t) = G™(wg)e™0!
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G™(wp) ist der Response auf eine harmonische Einheitskraft am Ort [ mit der Frequenz w.
Die erlaubten Gitterfrequenzen (k) erstrecken sich von Null bis zu einem Maximalwert 2,44
Die angelegte Frequenz kann dagegen alle Werte annehmen.

a) Ist wy < Qnaa, so werden durch die Kraft Gitterwellen erzeugt, die ins unendliche auslau-
fen. Die Kraft k(t) muss Arbeit leisten, um diese Energiestrahlung zu decken.

b) Fiir wy > Qnee kann das Gitter die angebotene Frequenz w nicht aufnehmen. Die Verschie-
bungen fallen fiir grofle Abstéinde exponentiell ab (siche weiter unten), so dass keine Energie
ausgestrahlt wird und die Kraft im Mittel keine Arbeit leistet (siehe unten). Das Gitter wirkt
daher wie ein Filter fiir die erlaubten Frequenzen.

Frequenz der Kraft:

kl(t) = Kdjg COS wot = g(slo (eiwot + e_i“’ot)

Leistung L(t) = u°(t)k°(t) Geschwindigkeit x Kraft
(éOO*(wO)ineiwot + GOO(WO)(_in)e—iwot) g (eiwot + e—iwot)
a0 (t) kO(t)

L) =5

’7T

mittlere Leistung L: Mittelwert iiber eine Periode At =

2

_ K . ~ ~ 00

L = == (iwo) (G™(wo) — G* (wo)

[ ImG® (wy) = “—2LZ( )
— g STV

Hierbei ist Z(w) das auf 1 normierte Frequenzspektrum der linearen Kette.

Die Kraft leistet also in der Tat nur Arbeit, wenn wgy im Bereich der erlaubten Frequen-
zen liegt. Dabei ist die Leistung umso grofler, je groBer die Frequenzdichte Z(w) ist, da diese
angibt, wieviele Zusténde zur Abstrahlung der Leistung zur Verfiigung stehen.

Berechnung von G (w) fiir ndchste Nachbarwechselwirkung

Gnl " zka(n 1) 1 p eup(n 1) )
27rM/ (Wt ie)? 27rM/ P2k) - (w2 0T ¥
4f ka 2f 1 ; s
QQ 2 — 1— — (92— — ip
(k) = S S = = (1—coska) = — (2—e e %)
Methode der komplexen Integration: e’ = z % =dyp

Gt (w 7{ dz G
27”M‘Z‘ ) %Z—z—%)—(w—l—is)Q}

M
L {2242 (7(w +ig)? — 2) +1}

ZO+%
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Nenner hat Polstellen fiir z = zp und z = &, wobei 2y durch die folgende Gleichung definiert

20’
1st:

1 M M
20+ — =2 —(w+ie)? =201 - —=(w+1ie)?)

0 f 2f
bzw. mit zy = e w? = L (1 — cos koa)
M
Fiir w? < Q2. = % ist ko reell, d.h. |zg] = 1. Der kleine Imaginérteil w + ie bedeutet,
dass |zp| infinitesimal kleiner als 1 und % infinitesimal groBer als 1 ist. Fiir w? > Q2. ist
zp = —e % wobei kg aus
1 4 cosh kga
2 2
w- = Qmaxf

zu bestimmen ist.

iz
4 z=7'+i2"
i
X~
X : _ : :
7 Ein Pol (z¢) liegt immer innerhalb und ein Pol
0 > (%) immer auflerhalb des Einheitskreises.
-1 1 z
: A
-l ?O
1 i _ .
é"l(w) _ _l Zg _ l ?+zkoa(n 41) _ 7 e—i—z‘koa(n—l)
fzo— % fetho —e=iko 2 fsin kg

Fiir n <! kann man % = 2/ substituieren. Das Endergebis ist

2 ~ Q2 . énl _ i +ikoaln—I|
W= Hmax ) 2f sin koae
auslaufende Welle fiir Frequenz im Band
B _1)|n—l|+1 )
2> Q2 . Gnl _ ( +ikoa|n—I|
W= Hmax ) 2fsinh/<aoae

exponentiell abfallende Welle fiir w auflerhalb des Bandes.

Einfachere Ableitung der Green’schen Funktion
nN.W.W. """ = —f(6n7m_1 + 6n,m+l) + 2f6n,m

Z "G (W) — Mw? G (w) = 6,y



4.4. FREQUENZSPEKTRUM

—f (G @) + GO W) — (Mw? = 2/)GU D (w) = b

Ansatz: n # 1 G (w)AzInl

4.4

1 M
n >l —f<z+—+—w2—2>z”_lA:0
z

f
w2:%<2—z—%>

; 2
z =k 2 = Mf(l — cos kopa) = 5 5 falls w? < Q2 =
n=I —f(2z+2—z—1—2)14—1$A—i !
— z N ~ 2fsinkga
—_—
(z—%):%sinkoa
(n=10) — ; tkoaln—I|
=G (w) 57 s koae komplex
4f _ T
falls w? > Q2 =" :z=—e"" (b= Quag, ko = —
alls W™ > Qo = 5712 e (w , ko a)
2 f —K0a ,koa 2f
we = M(2+e 00gho) = M(l%—coshﬂoa)
_1)\In—I|+1
(i), y _ (=1 —roaln—1 Log]]
¢ ) 2f sinh /ﬁloae ree
Frequenzspektrum
+7 00
o) = 2& dk 5(w — Q(k)) /dw 2w) =1
™
-z 0
/ 1 1
= 2 G(w— Q) dQ =
0/ % Q/(k) k=k(w)
Q(k)

! nichste Nachbar W.W.

Qmax
| e Q(k) = ha

dw = Qax Sin >
ka a
k) = QMg — ==

(k) 5 CO8 5 =5

-~

51
_ 4
M
k
02, — 03, sin® 7(1
—_———
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Z(w)
|
|
|
| 2 1
! Z(w) = —
: T2, —w?
2 L
T |
|
|
977 S
néichste und iibernéichste Nachbarwechselwirkung
Z(w) Q(k)

4.5 Zweiatomige Kette

Einfachstes Beispiel fiir nicht-Bravais-Gitter:
2 Atome mit verschiedenen Massen, alle Federn = f Gleichgewichtslage:

M M M M

0 a2 a 2a 3a

X' =na , ngncH—g

Bewegungsgleichungen:

Myt (t) = f(uy +uld™' —2u})
Moiiy(t) = f (uft +ul —2ub)
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allegeim'
ZQJZ’;/" » o, v=12 . s ,s Atome pro Zelle

Ansatz:

uzz — p“(k)eikXﬁTe_Mt

bzw. Untergitter 1 u] = p;(k)e* e ™"
Untergitter 2 ui = pa(k)e ik(nt3)ag—iwt

Miw’py = 2f (pl — cos —p2>

Mow?py = 2f (m—cos —p1>

Miw? — 2f 2fcos
Det
¢ { 2f cos ke 5 Mow? —2f

Fiir jedes k gibt es zwei Losungen: w4 (k) und w_ (k) (entspricht den 2 Atomen pro Einheits-
zelle)

/
wi = N My 4+ My + \/M12 + M22 + 2M1 Ms cos ka

2f(M1 + Mg) 9 2f 1 1 1 .
k=0 w2 = 2 Ok 2L, = = — + — Relativmasse
+ M, - M, (k%) w w My M,
w? ! (k:a)2 My = My + Ms Schwerpunktmasse

2(M;y + M)

(vgl. einatomige Kette: w? = ﬁ(kza)z)

2f
T 2
~ 1 wi = —— (M; > M-
k a + M2 ( 1 2)
2f
2 _
Y= T
w
2f (M1 +Ms) e
MM \ . "optischier Zweig"
V 1
Bandliicke
2f
Mo

alistische Zuwéig
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Schwingungsamplituden (Atome 1 und 2 schwingen mit bzw. gegeneinander):

k . k
p1 2ML1 cos 5 _ { >0 fiir akust. Zweig - 2ML2 cos 5t
- — f 2 - . . . = f 2
P2 24 —w < 0 fiir optischen Zweig 2 —w
akustischer Zweig: k=0 o> o> o> o> o+ o>
pL=p2, w= Translation
k — % o—> o «—0 ° o—> o
pe=0, w= ]?4—fl Einsteinschwingung
optischer Zweig: k=T o —> o < . -—
a
pr=0, w= % Einsteinschwingung
]{j = 0 o> <o o> <o o> <o

s

einatomige Kette mit Periode 7

My = M
Ergebnis fiir einatomige Kette:

(Brillouinzone doppelt so grof}
wie fiir einatomige Kette)

zweiatomige Beschreibung

w

einatomigde Beschr.
I

|
|
|
|
2 k

a

8N - — — — — —
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M1>>M2

Spektrum:

M1>M2

M, = My

Ml >> M2

hier:

w
bo/2f
4f 1+ coska IV M
2
A Y
S < 2 > w- |
|
~ 2f . ka I 2f
w_ = M S1n 7 | My
Wy [
=,/ LN |
Wy = M2 w_ | .
(Einsteinschwingung) a
Divergenz bei k = 7 und k = 0, w
Z(w)
1 | | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
| | |
B | | |
| | |
| | |
0 [21 [2f  [2f(mii0)
My Mo Ml-MQ
Z(w)
i
|
|
|
|
e |
|
|
|
|
aif
M
Z(w)
| |
| |
| |
! ! 2f 1 M.
! LAw= Wfﬂ g
| |
| |
B | |
| |
| |
0 2f /21
M M



Kapitel 5

Phononen in 3D-Gittern

5.1 Phononen in Bravaisgittern und nicht-primitiven Gittern
Startpunkt: Bewegungsgleichungen M (t) = — Z @Zbﬁu]ﬁ(t)
]

Wegen der Translationssymmetrie des Bravaisgitters héngen die Kopplungsparameter nur
von (m — 7i) ab.

Wit mmAhAth g (M=)
Ciij =2 =2,

Hierbei ist & = (hq, ha, hs) ein beliebiger Gittervektor. Die Eigenlésungen von @ sind daher

eben Wellen ~ e F™

ul(t) = sMe mit 5™ = Pi(lz)eikRﬁ
Fiir die Polarisationsvektoren PZ(E) erhdlt man ein Gleichungssytem der Dimension 3 x 3

Sty ()P (k) = MOX ) (R)P(K) | o =1..3
7

mit der Frequenzmatrix ¢;j(k) = 3 @Z(;-l)e_“;ﬁ”h = tJZ(E)
h

Wegen der Inversionsymmetrie des Bravaisgitters

(—h)

I3 I3
<1>§j) =l = @gi)

ist die Frequenzmatrix symmetrisch: tij(E) = tﬂ(E) Daher gibt es zu jedem k drei Eigenwerte
MQ2(E) , o =1,2,3 und drei orthogonale Polarisationsvektoren PZ."(E) , 0=123

- /) =

(130(125), e (k;)) = 5y

o6
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Eigenvektoren mit Normierung: s] (ko) = P"(k) \/‘}Bﬁeﬂgﬁﬁ

Alle Eigenvektoren §’(ET) bilden ein vollstédndiges und orthonormiertes System

(1 o) s (I 7 1 L E oA
ON: ZS?*(IC/U')S?I(ICJ) — ZPZ'U (k/)PiU( V Zez(k—k )R
; BZ

ma
-’

Ocqt Z&(E—E/—I?E)
R
- 1 - 7D S —. —
V: Z/dksm* (ko)s (ko) = - dk F RN P (k) P (k)
BZ
VBz VBz ol ~~ -
O, it %ij

Periodizitdt im reziproken Gitter: Die Frequenzmatrix tij(l;,:) ist periodisch im reziproken
Gitter: tij(l;) = tij(E + KM). Deswegen sind auch die Eigenwerte Q2(k) und die Eigenvektoren
s (ko) periodische Funktionen im reziproken Gitter.

O2(k) = Q2(k+ KMy | sfi(k,0) = sT(E+ K", o)

Bei der Bestimmung der Eigenl6sungen kann man sich daher auf die 1. Brillouinzone be-
schrénken. )
Frequenzabhéngige Green’sche Funktion G?}ﬁ(w)

> e (w) = MW Gl (w) = 870
oyt

Durch Entwicklung nach den Eigenvektoren st(Ea) von ® erhilt man

o 1 _ P?(K) P (k)et (R =R
i) =S —— [ dk -
Gij" (@) Z M (Q2 — (w +ie)?

Schwingungsspektrum Z(w) = 3V S [ dkd(w - (k) , [dwZ(w)=

o BZ
| ;
Im ZGOO 3VBz Z / dk Z ) s (QQ(k) - w2) = MZMZ(W)
%/_/
1 5(902(5)*@

Nichtprimitive Gitter : Mehrere Atome ﬁf R™ 4 ]:?u , wu=1,..,s in der Elementarzelle
Bewegungsgleichung

min 1

m
Muilét (t) =— ) '<I>étjv u;f (t)
nvj
v/ M Transformation:
m 1 m.o.
ur (t) = su et
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min 7 mit min 1 m
= E D sv mit Dw = <I>uv = Duwv
1) 7 1) v M i v MV Jt

nvj
Wegen der Translationssymmetrie von D

i m+h,i+h M—ii,0 (1 —)
Duww = Duv =Dw =D
v v] v]

—

sind die Eigenfunktionen sh (ko) ebene Wellen (Blochtheorem) mal einem Polarisationsvek-

tor 15;1‘ (k), der von der Lage p in der Einheitszelle abhéingt.

mo 1 o L o
st (ko) = Pu (k:)eZkR , 1=1,23:u=1,...;s
[ VBZ %

g
Fiir diese Polarisationsvektoren Pét erhélt man eine Eigenwertgleichung vom Grad 3s mit 3s
g —
Eigenvektoren P (k) und Eigenwerten Q2(k) (o = 1,2,...3s) fiir jedes k.

REPE = Y EPE)
7=1,2,3;v=1,..,s

wobei die Frequenzmatrix gegeben ist durch

7 h - Bh 1 h o=
;w(k,) _ ZD#.V e—sz — Z Huv esz
— i — /MFMY 1
h h

R —h R o o
Wegen der Inversionssymmetrie von @ (‘I’H.” =dw = ou ) ist £ (k) = (k) eine sym-
1j ij ji

metrische Matrix. Es gibt immer 3 akustische Frequenziiste mit Q,(k = 0) = 0 und 3(s — 1)

optische Frequenziste mit QU(E =0) > 0.

-

Grund: Jede Translation ut = p; des gesamten Kristalls entspricht einem Freiheitsgrad und

kann als eine lange Welle mit k=0 dargestellt wird. Wegen der Translationsinvarianz des
Systems miissen die entsprechenden Eigenfrequenzen verschwinden, da die potentielle Energie
sich nicht &ndert und keine Kréfte auftreten.

—

m

up _pZ:>su =V M#rp; = PF(0)

Zt OVATp; = 3 A= p; =0

- —

mn
da ) ®w =0 wegen Translationsinvarianz.
ij

—

n,v
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5.2 Symmetrien der Kopplungsparameter und Eigenfrequen-
zen

Definition: durch Entwicklung der potentiellen Energie nach Potenzen der Auslenkungen w°

. . 1 1 mnp
SR +am.)=®(.BE".)+ Z O uf” + 5 Z'cpg;nu;nuy + 5 Z u el + ..
mi mn,ij ijk
mit
9% o
¢;" = —— (Im Gleichgewicht ist " = 0)
Ol
M — 82@ — pnm trisch in d P m,n
ij = W = i symmetriscn 11 den raaren i
i j
(I)mnp . 8(133 _ (I)nmp o (I)pmn —

ijk —W jik T T kij

Translationsinvarianz: Potentielle Energie ist invariant gegen Verschiebung aller Atome um
den gleichen Vektor p'

&(.R" + §..R" + p)) = ®(...R"..R"...)
=) ®"(.R".)=0

fiir beliebige Lagen ﬁ”, d.h. auch im Nichtgleichgewicht. Durch Ableitung nach R? bzw. R}
und Ri erhilt man daraus

Sy o= Yoy

m n

mnp __ o __ mnp __ mnp
D BT =0=0 P =) ¥
m n P

Rotationsinvarianz: Potentielle Energie ist invariant gegen eine gemeinsame Drehung aller
Atome.
infinitesimale Drehung D™7:

M =adx E" ; pr=> DI/R"
J

| 0 —d. d, |
Dz.;ff =al d, 0 —dp p= —D:.;‘f (antisymmetrische Matrix)
—d, dy 0

o = inf. Drehwinkel d = Drehachse (d* =1)

Aus der Entwicklung der potentiellen Energie

®(..R" +p™..) = ®(.E™..) mit ;" = D" R™
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folgt:
Senr =0= oy Yoy
mi
Durch Ableitung erhélt man daraus fiir die Kopplungsparameter 2. Ordnung;:

Z QR + @05, = symmetrisch in in ¢ und j

m

bzw. im Gleichgewicht (®}' = 0)
Sopny - Yapn

Analog erhélt man durch Ableitung auch eine Verkniipfung zwischen den Kopplungsparame-
tern 2. und 3. Ordnung.

Z @ZZ?”R’” P8, + 865 = symmetrisch in ¢ und j
m

Translationssymmetrie: Wegen der Symmetrie des Bravaisgitters in Bezug auf Gittertrans-

lationen R" &ndert sich die potentielle Energie nicht, wenn man das Verschiebungsfeld
{..a™..a"..} durch {..0™~ h gi=h ...} ersetzt.

O N R O A e )
Bei Entwicklung nach Potenzen von # folgt daraus fiir die Glieder 1. Ordnung in u:

Mo mom—h w4h, m
E Q" u; —E Q" u; —E:q)i U,
m m !

Da @™ beliebig ist, folgt daraus: @m = <I>m+h bzw. in Verbindung mit der Translationsin-
varianz (3" ® = 0), dass die ®7 im unendhchen Kristall verschwinden: ®7* = 0. Aus den

m
Entwicklungsgliedern 2. und 3. Ordnung erhilt man analog

@m o (I)m—i—h n+h _ (I)m—n,o
) )
WP Ah, A, ph

@ijk = @ijk USW.

Symmetrieoperationen des Gitters: Die zusétzlichen Symmetrieoperationen des Gitters, die
alle Gitterpunkte wieder in sich iiberfiihren

S={p,D} SR™=DR™+ = R"™

sind fiir die Reduzierung der Zahl der Kopplungsparameter und fiir die Berechnung der Ei-
genfrequenzen von besonderer Bedeutung. Wenden wir eine solche Symmetrieoperation auf
die momentanen Koordinaten R + ¢ der Atome an

S(R™ + @™ = DR™ + j+ D@™ = R™ + D@"™
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so sollte die potentielle Energie invariant gegen diese Symmetrieoperation sein, d.h. sie darf
sich nicht &ndern, wenn wir die Auslenkungen 4" durch Du"" ersetzen.

) (...ﬁfﬁ + a"ﬁ) = (..R’ﬁs + Dﬁm...)
Fiir das Entwicklungsglied ®,. zweiter Ordnung in @ folgt daraus:

1 I N | T e s T
@2—§Z(u , P )—§Z<Du ,® Du)
mn mn

Fiir die Kopplungsparameter ®™" muss daher gelten

Dmn = D,(I’msnSD 5 (I)Z;Ln = E DZ”?:@Z;S’nSDj’j
iy

Spezialfille:
a) reine Translation S = {Rﬂ; 1} @?}ﬁ = @Z-L+h’ﬁ+h = <I>§m_”)

q)gjm_") = <I>§.Z. —) symmetrisch in i und j
¢) reine Drehung  S={0;D} &"=paP"p

falls speziell die Drehung D den Gittervektor h nicht &ndert (z.B. wenn die Drehachse d
parallel zu h ist #indert sich ®" bei dieser Transformation nicht.
&' = D'®"'D falls DR" = "

Alle diese Symmetrieoperationen reduzieren die Zahl der freien Parameter fiir @iﬁj ganz dra-
stisch. In der Praxis ist dies sehr wichtig: In Ermangelung von ab-initio Rechnungen m&chte
man die Kopplungsmatrizen bzw. die Phononendispersionskurven durch méglichst wenige Pa-
rameter darstellen. Dabei nimmt man i.a. eine kurze Reichweite der ®"’s an.

Symmetrien der Frequenzmatrix und der Eigenfrequenzen

Die Translationsinvarianz fiithrt dazu, dass es 3 akustische Frequenzen mit QU(E =0)=0
gibt.

Die Translationssymmetrie spiegelt sich in der Translationssymmetrie der Frequenzmatrix
und Eigenfrequenzen im reziproken Gitter wieder.

ty(F) = tiy(k + K7) | Qu(F) = Q(F)(k + K7)

Fiir Symmetrieoperationen S = {p; D} erhalten wir, wenn wir die Frequenzmatrix von links
mit D und von rechts mit D’ multiplizieren.

N hy  —ikRE hs —ikRP
Dt(k)D' =) D®"D'c = > e
h B h oder ks
Wegen (E, Rh = (E, D’DR%) = (DE, ﬁES) gilt damit

Di(k)D' = t(Dk)
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d.h. t(E) hat im wesentlichen die gleiche Symmetrie wie die Kopplungsparameter P und
kann daher dhnlich reduziert werden. Wenn wir ferner die Eigenwertgleichung

H(R) P2 (R) = Q2(F) P (F)
mit D multiplizieren und mit D’D = 1 ergiinzen, so erhalten wir
Dt(R)D'(DP(K)) = t(DR)(D P (k) = Q2(F)(D P ()
d.h. es ist
Q,(DE) = Q,(k) und P°(Dk) = DP° (k)

Die Frequenzen aller Vektoren DE, die den “Stern von k* bilden, sind gleich. Man kann
sich daher auf die Berechnung aller Losungen im irreduzieblen Teil der 1. Brillouinzone be-
schrinken. Im nebenstehenden Bild ist dies % der 1. Brillouinzone, da es gerade 8 Sym-
metrieoperationen gibt. Bei der Op-Gruppe mit 48 Symmetrieoperationen ist dies % der 1.

Brillouinzone, das Segment, das von den Richtungen (100), (110) und (111) aufgespannt wird.

5
N
»

irreduziebler
I| Teil

f“\ »
»

’ |

|
ol
s/
SE

S a ¥ (110)
1. Brillouinzone eines ebenen quadrati-

schen Gitters und ihr irreduziebler Teil

5.3 Frequenzmatrix und Eigenvektoren in Hauptsymmetrie-
richtungen

Unter Ausnutzung der Symmetrierelationen
D®"'D’ = &' bzw. Dt(k)D' = t(DF)

wollen wir im folgenden die Kopplungsmatrizen Pl bzw. die Frequenzmatrix t(E) fiir Haupt-
symmetrierichtungen R" bzw. k im kubischen Gitter ausreduzieren.

100 Richtungen :k = (k,0,0) bzw. B" = R(1,0,0)

Zunéchst beschrinken wir uns auf solche Symmetrieoperationen der Op,-Gruppe, die die 100-
Achse nicht &ndern. Da fiir solche Operationen Dk =k bzw. DR" = Rh ist, muss gelten

Dt(k)D' = t(k) bzw. D®"D’ = ®h



5.3. FREQUENZMATRIX UND EIGENVEK. IN HAUPTSYM.RICHTUNGEN 63

Symmetrieoperationen, die dies erfiillen, sind
a) Vorzeichenwechsel +y,

b) Vorzeichenwechsel +z,

¢) Vertauschung y < z

1 0 0 Fy Fy
ma: DE) =0 -1 0 |D¥| FE |=| -F,
0 0 1 F, F;
(:I:) (:I:) (:I:) tmc _t:cy tzz t:c:c _tzy t:cz
DYDY = DSt —tyy by | =ty by —tys
tzz _tzy tzz tz:c _tzy ZL/zz
t:c:c tzy t:cz
= t= tyr tyy tyz
tz:c tzy ZL/zz
=Sty =0=1ty, , tly=0=1ty
1 0 O
sub: DF) =01 0 |=t,=0=t,
0 0 -1

Merke: Tensoren 2. Stufe A;; transfomrieren sich wie das dyadische Produkt x;z; von Vektoren
Z;.

100 Fy By
zuc: DY =10 0 1 DW=?) F, |=| F
010 F, F,
bz 0 0 tew 0 0
DW= 0 t, 0 | DW= 0 t, 0 |=t,=t.
0 0 tzz 0 0 tzz
Also:
tew 0 0
t((k,0,0)) = 0 ty O
0 0 ty
Eigenvektoren:
1
1) Pl=1 0 | mit Eigenwert M 02 = tm(lg) longitudinale Schwingung
0
2)+3)P2=| 1], PP=[0 MQ% = MQZ =t,,(k)
0 1

zwel entartete transversale Schwingungen
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100 - Richtungen: k = 5%(1,1,0)

Symmetrieoperationen, die k unveréindert lassen:

toe tay O
k Tx Ty

a) +z }it«—@L®>: tey tex O
V2

b) z oy 0 0 ¢

Eigenvektoren 1) Pl = %(1, 1,0); MQ3 = (tyy + tay)

longitudinale Schwingung
2) P?=(1,-1,0); MO} = (tus +tuy)
transversale Schwingung

3) PP=25(0,0,1); MQ3=t..

transversale Schwingung (keine Entartung!)

111 - Richtungen: k = 5%(1,1,1)

Symmetrieoperationen, die k unveréindert lassen:

ToyY, yeor, 2oy

tog tmy tmy

1
:>t <ﬁ(1,171)> = 'lt(:xy 'lt(:xx try
Ty

Ty tox

Eigenvektoren 1) Pl = %(1, 1,1); MQ3F = (tyy + 2tyy)
longitudinale Schwingung
2H$W:%@4ﬂ%ﬁz%@LﬂﬁM@zM%:mfhw
2 entartete transversale Schwingungen

Aber: Fiir andere als diese Hauptsymmetrierichtungen konnen die Eigenvektoren i.a. nicht
als longitudinale und transversale Polarisationsvektoren gewé&hlt werden noch werden in sol-
chen Féllen Entartungen (auBer “zuféllige®) auftreten.

Wir wollen jetzt Symmetrieoperationen betrachten, die auch am k-Vektor bzw. den

Gittervektor B" veriindern , d.h. Dk #* i bzw. SRh = Rhs #* Rh. Als Beispiel betrachten wir
die Kopplungsparameter fiir einen Nachbarn in 110-Richtung (n.Nachbarn in fcc) bzw. die
Frequenzmatrix fiir k = £ (110).

V2
a [ 0
10— 3 o 0
0 0 ~

Symmetrieoperation: Vorzeichenwechsel £z (bzw. t+y)
-1 00

DED) — 0 1 0 D) B110) _ B(-110)
0 01

a -0 0
D(:I::E)@(IIO)DI(:I:.’E) — _5 a 0 — q)(—ll())
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Symmetrieoperation x < z

0 01
D(z<—>z): 01 0 D(sz)R’(llO):R'(Oll)
100
v 0 0
D(w«—d:z)q)(HO)D/(xH:tz) — 0 a B _ q)(Oll)
0 8 «

Auf diese Weise kann man bei gegebenem & (10 gie Kopplungsmatrizen aller Atome in der
geichen Nachbarschale bestimmen, bzw. bei gegebenem (k) die Frequenzmatrizen t(DFk) zu
allen Dk des Sterns von k.

Als Beispiel wollen wir im folgenden die Phononendispersion in den Hauptsymmetrielinien
eines fcc Kristalls betrachten. Der Einfachheit halber legen wir dabei ein néchstes Nachbarmo-
dell mit einer einzigen Federkonstanten f zugrunde. Bei einem Zentralkraftmodell entspricht

dies einer longitudinalen Federkonstanten f = f| = V"(R), wobei die transversale Feder
fiL =V'(R)/R =0 gesetzt wird.
110
a0 _ L)
2 0 00

Wesue

NN
@
%

Frequenzmatrix

Fiir Zentralkréifte berechnet man die Kopplungsparameter <I>f’ fiir beliebige RP am einfachsten

mit
(R) R;R; V ’(R) R;R;
i ”( ) R? R 5ij R?

t(k) = Zq)(ﬁ)e_“;ﬁh = Z@(E) coskRh da @M = (=P
h h
= Zq)(ﬁ) (cos kRM 1) da &0 = — Zq)(ﬁ)
h#0 h#0
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Bei Summation {iber alle 12 Nachbarn vom (100)-Typus erhélt man fiir obiges Modell

t11 (k)

t12(k)

Alle anderen Elemente ergeben sich durch zyklische Vertauschung
Fiir die Hauptsymmetrierichtungen erhélt man:

of (sin2 %(kl + ko) + sin? %(kl + ks) + sin? %(kzl — ko) + sin? Z(ky — kg))
2f <sin2 %(kl + ky) — sin? %(kl — k:g))

7 o _ tu _ 8f ka .
k= k(1,0,0) Q = - u° 4 (longltudmal)
b Af |
Qtl = QtQ = =" Z (2 x transversal
5 k (tll +t12) 4f ( 9 sin? ka > . .
k= 1,1,0 0 === — L gin®? —— — longitudinal
S0 o= ST = S (st S ain® ) (longitudinal)
t11 — t12) f ka
92:(11 12) = 2 gin2 22 (4 11
t1 i M Wi (transversal 1x )
o _tss _8f .
= — (t 12
0=37 = 8 2\/5 (transversal 2x)
- k t11+2t12  8f . 5 ka o
k=—=(1,1,1 0f = ————= = —sin®> —— (logitudinal
3(,,) i i 77 S0 2\/g(ogluma)
ti—tie _ 2f .5 k
Qf =0 = ———=""sin® — (2x t 1
t1 % i 27 8 Wi (2x transversal)
q =K
® ® ® x= 3’ o
& 4 F &
q)((15050) qx(15151) _J‘
M
I 4f
M
t
2l
t M
Frequenz-
spektrum
Z(m)
~ ~ * *F(o
2n/a 0 2n/a 0 T/a (©)

nachstes Nachbarmodell flr fcc (nur longitudinale Feder f)
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5.4 Van Hove-Singularititen des Frequenzspektrums

1 .
= _QU , Z =
3VBZZ/d/~c5(w /dw (w)

7 Bz

Spektrum fiir kleine Frequenzen w < Wyqz

Qy(k) = ¢y (R)k co(R) Schallgeschwindigkeit

oo

~ 1 2 2 w — ¢y (K
Z(w) = 3VBZXU:/dQK/k dk &( »(R)k)

0

3
1 1 41
Z(w) & w? dQ w?
= {3VBZ/ ;cg(/z)} Viz ¢y

dQ 1 1
mit 3— 3

Debye Spektrum: w? Abhingigkeit extrapolieren bis zu einer Abschneidefrequenz wp, die so

WD
zu bestimmen ist, dass [ dw Z(w) =1 ist.
0

3 2
Sw’ w<wp .3 I 1
wh mit — = ———— , wp = Debye Frequenz

ZDebye(w) =
e 0 w > wp w?’D VBZ CZ’H

Dies entspricht der Annahme einer linearen Dispersion 4 (k) = ¢,(R)k in der ganzen Bril-

louinzone.

0y () Z(w)
Debye Spektrum

cok '
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van Hove-Singularitdten des Spektrums
1-dimensional :

Z(w) = % / dk 6(w — Q(k)) = % ST 1

Z(w) singulér, falls Q'(k;) = 0, k. = kritischer Punkt
Q(ke) + ok — ke)? — (k) =2 20k — ko) = 2/a/Q — Q.

a < 0 : Maximum

Q(k) =

a > 0 : Minimum

a 1
Z(w) = u 0 1 “<gc Z(w) ={ 2Vlol V2w w <f
avooo W& ik 0 w> 0,
Z(w) Z(w)
w w
Q. Q.

3-dimensional: Z(w) = ﬁ S [ Bk(w — Q. (k)
7 BZ

@’k = dFdk) = dF fgdQ, = 4088

dk

Singularitdten bzw. Besonderheiten sind zu erwarten, falls es Werte k= Ec gibt mit grad QU(EC) =
Ko — ()= % — =% daher i.a. nur fiir isolierte

0 (kritischer Punkt), drei Bedingungen: o 0 T
Punkte erfiillt.
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In der Nihe eines kritischen Punktes: k = Ec + 0k

e + Z)\ ok 4.

quad. Term

quadratischer Term kann durch Hauptachsentransformation diagonalisiert werden

5]
~—

A1, A2, A3 >0 Minimum
AL, A2, A3 < 0 Maximum
A1, A2 > 0; A3 < 0: Sattelpunkt Typ 1
A1 > 0; Ag, A3 < 0: Sattelpunkt Typ 2

=

eo

Minimum (A;A2A3 > 0):

3
/d?’élzé (w — Z)\a(éka)2> 4+ const.
a=1

Substitution: x = /Ai10ky, y = \/—5ky, 2z = v/ A30k,

I

Z(w)

3VBz

3 g 2
d’ok = mdxdydz mw
2mrdr?
Z(w) =2 L S /27rrd(r2)5(w — We — 7“2) + const
Va2 VA ‘ '
1 27
Z(w) = (w—we)+ const .

3Viz Voinghg ¥ et

s(z) = 1 firz>0
10 fiir z<0

Maximum (A A2A3 < 0) analog zu Minimum

1
3Vsz \/)\1)\2)\

Sattelpunkt Typ 1 (A1A2 > 0,A3 < 0)

Z(w) = Z(we) + s —reeee B (w — w)

Z(w) = Z(we) — es(w — we)

1 2
—_ W
3VBz VA1 a3

Sattelpunkt Typ 2 (A Ay < 0,3 > 0)

Z(w) = Z(we) — e s (w — )

3VBZ \/)\1)\2)\

69
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Sattelpunkt Typ 1
()\1)\2 > 0, )\3 < 0)

Sattelpunkt Typ 2
()\1)\2 < 0,3 > 0)

|
|
| Maximum (A A2A3 < 0)
|
|

van-Hove Singularitéiten hoherer Ordnung: z.B. falls A, = 0 — echte Divergenz (selten)

Wenn man das Spektrum der Eigenwerte Z(w?) = ﬁ > f dk 6(w? — Q2(K)) betrachtet,
o BZ
erkennt man, dass das Verhalten bei w? = 0 auch einer van-Hove Singularitit mit w, = ent-

spricht: Z(w?) ~ /@ — w,. Jedoch sind die Eigenfrequenzen Q, (k) 2 ¢, (R)k fiir kleine k nicht
analytisch wegen der komplizierten Richtungsabhingigkeit.

5.5 Phononendispersionskurven aus Neutronenstreuung

h.Schober, P.H. Dederides, in: Landolt-Bérnstein Gruppe III, Band 13b, Springer Verlag
(1981) (Metalle)

H. Bilz, W. Kress Phonon Dispersion Relations in Insulators, Springer Series in Solid State
Physics Vol 10 (1979)
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Kopplungsparameter fur Cu, bestimmen durch Fit an die

Phononendispersion

71

Table 3, Cu. Born-von Karman force constants, 0.
Phononendispersion von Cu L HEKY) 80K*) 26K
A Ref. 67Ni1 73Nil 678%1
o m ij o8 (Nm-1]
el e 110 xx 13278 13570 13102
=L ] = —~1.351 ~1.078 -1417
' xy 14.629 15542 14520
6 L 1 200 = ~0.041 0199 0361
v —0.198 ~0209 -0238
5 b m = 0.742 0.442 0.642
. ¥ 0.284 0315 0315
L y 0.153 0113 0.190
x 0.306 0217 0.385
.l 0 xx 0.350 0112 0104
z —0.327 -0.100 —0.284
.1 xy 0.677 0226 0.39
00 310 = —0.195 -0223 0137
N v —0.006 -0.020 0:009
= 0.017 -0186 ~0016
0 1 .1 1 by 1. 1 1 )3 1 | I I | xy —0'071 0'084 -
0 1010 1.00.8 0.6 0.4 0.2 0 05 x —0.137 ~0141 -0.138
. . ¢ ¢ ¥ ~0.135 -0.126 —0232
) ) 3n XX 0.022
Cu. Phonon dispersion curves at 49K. The yy 0.100
. . 3 3 B -
continuous lines represent a sixth neighbour o _3‘33@
axially symmetrie Born-von Karman fit to the : '&%"3;
experimental points [67Nil] 400 =~ 0016
Y 0123
*) Azially symmetric model, fit incindes wothermal etastic consiaats.
ﬁmmmmmmmwmmqm
) Axially ic 5th neighbour fores
4 General force for next neighbour, otherwise axially symmetric model.

Al (fee)

) 14 T K mr
vy 10 =
|I1I1u a toog} . ‘l.' Hz|b toge) L;':- L{|=-l' Mz | € et . .-‘L
ot s 8 ALY IS .
A ! "" -’. lj". 7
l of . N 1 6 K _-' h ﬂl‘,, s e l Bl ]
' e ! ! = e o’ iz% S [ .
-t S g I . L
o [ = 30K . g
i}/, cre3o |2t :" : 2k gt
|
[11 AN W T A } 2 1] R T TS S R N I I Jl 0 L 1 ! 1
L
05 N 0s ﬁ
1% gt Y l 3 ostindingtelt .hf.*ifMl L thaat
5 05 05 i

1 .
RN ~ nr ,9.]-',,];,“1.’:9‘ LT 0 . 2
5 o 01 0z 03 04 05

{ —

[1) 0.6 08 b

¢ ——

curves at 30 K and 300 K. The corresponding phonon widths I' {66St1] are

0 az

Fig-1a—c. AL M P lisp
shown underneath.
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Fe (bce)
A A w— p —— —) ——f
T H N P N T
1geel {1 ] (289 4 (%Ll 1£¢0)
i, o
nz 1
¢ t o A Iz
1 1 A §
1 L 1 L 1 1 1 1 L A L il L 1 1 11
Ww 08 05 04 02 0 02 04 06081 osio : olos :u
:—o- ;———— [P— ——
Wie2 Pa. Phonon dispersion curves in a~ivon 4t 296 K. Experimental points: [68Va2]. Solid curve: fifth neighbour Born-von
Ratviant saodel (Table 3 Fe [68VaZ]).
Nb (bcc)
—_— -—0 -—L
I A ) § P W T
w| b
g} T=200K . A
A Cd
5+ n;
L 8,
‘ K| T I
)
3F J
{
1_
! 1200} gl [er4)
! |
[ 1 2 L 3 f 1 1 2 | 1
0 0z ot 06 08 19[0 5|1 TN T
11001 1+ (547
{— f— -—t

id T he cighth
3 . Dispersion curves at 296 K. The solid _hn:s repre_senl t
Ezl:;uf;ox‘::: KCarman model of Table 4 Nb {63Nal](according to [63Na1])

Frequenzspektren, berechnet aus den durch Fits an die experimentellen Dispersionskurven
gewonnenen Born-von Karman Kopplungsparameter.
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73
_!HI‘ - i ' T ¥
36,
4 -
il
} R
—r oy 8) i3 16 18 20viowd
n.N Modell fiir fcc Edelgaskristalle (fcc)
Ziv 201
N Cu Ay
. L) 0 ' b) ¢ ] 3 LY
€) q i 1 3 T st
Spektren fiir die foc Metalle Al, Cu, Au
, ™ )
5 T 7 5 voPsy D} ° 7 T v T vnis'l ©) O T < LT %
Spektren fiir die bcc Metalle Na, Fe, Nb
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'. ¥ ¥ L] i ¥ Ll ¥ L) [] L) ¥ ¥ :
'-,_—:_“1.,__ 1
! o]
= P OO NG
7} X K i
s} 1 F I« J1
] n -~
S‘L‘ R l T ] 11
l:; Tl l 3
I H
Eé al 4 1 | L
? a} o I L
v lilun.
2} T ]
13 1} ! 1t
i
P A Y L M | A 1 i . 1
0O G2 04 06 08 110 Q8 06 04 02 00 Q) 020304 Q5
[£00] [oit] [£ee)

Reduced wave vector coordinate (¢)

Fig. 10.4a, GaAs: w(g) {Ref. 10.13, Fig. 1), T = 296 K, M: 14P-SK (ful, liries},
12P-5M (dashed 1ines), Lit. [10.7,10-13,15]

4 —

D [arbitrary units)
el = < - -
o o = [=) R
T 1 . I

&
~

v [TH21

GaAS
(Wurzit-Struktur)

Fig. 10.4b. GaAs:
D(w) [Ref. 10.14,

Fig. 2d), T=29 X,
M: 1+P-SM, Li",
{10.7,10,13,14)
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Si
!
Al ) ; L
15 A 2 Xq B 28
! YT R Rk
Py, N I; :
L 7 Xy 'n
w 4 Tt ? L2
= &, ] - ! b
el 'l‘ h » H
» 1 Iy :
5k 1 ! i
X : :‘ ; . E’
R -] ' ' Ls : .
|t ! i
1 L - 1.
r b X X r F L L K ‘W X

Reduced wave vector coocrdinate

Fig. 9.2a. Si: w(q) [Ref. 9,12, Fig. 3], T = RT, M: 4P-BCM {full ldines),
6P-VFFM [9.10] (dashed lines) weasurements [9.13,14}, Lit. [9.3,7-19]

' . ] \ H ] ] ]
0.7 —
B ] Si
z - (Diamand-
g struktur)
t\ —
£
Z B
a |
_.*
l H
0 40 50 i2-0 160

v {THz]
Fig. 9.2b, Si: D{w) [Ref, 9.3, Fig. 2b], T = RT, M: 4P-BCM, Lit. {9.10,12)
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Tabelle 14
Debye-Temperaturen

o & & L & &
Li 335 é‘mmu 212 || W 390 LiF 730 ZnsS 315
Na 156 Snyen | 202{Mn | 385 || LiCl | 422§ ZnSe 273
K 91 Pb 94 || Te | LiBr 245 ZnTe 220
Rb 55 Ti 425 || Re 415 L ZnCu 299
Cs 40 Zr 290 || Fe 464 NaF 451
Cu 344 Hf 2524 Co 443 NaCl 321 || Pus 228
Ag 226 Ce 135 || Ni 470 NaBr 225 || PbSe
Av 165 P 144 |} Ru 600 Nal 164 PbTe 161
Be 1480 Nd 147 || Rh 510 KF 3346 Cds 215
Mg 397 Sm 147 || P4 2715 KQ 233 CdSe 180
Ca 239 Gd 152 Y Os 500 KBr 174 CdTe 162
Sr 170 Tb 158 § Ir 420 K] 132 TiC 923
Ba 110 Dy 158 || Pt 235 RbF 228 AlSb 263
Zn 303 Ho 161 || Th 165 RbCl 165 || Gaas 345
Cd 209 Er 163 || Ps RbBr 131 | GaSb 269
Hg 110 Tm 164 ) U 200 Rbl 103 InAs 248
B Y 167 || *He® | 22 || CF InSb 200
Al 430 Af Ne 74,6 | CoCl 168 || si0, 470
Ga 325 Sb 196 || Ar 933 |} CsBr 151 Ti0, 760
In 109 Bi 119 j{ Kr 75,7 H Cad 127 CaF, 510
n 84 v 390 || Xe 64,0 || NH,Q | 266 || NeCiO, | 234
Sc 400 Nb 2715 {| H, B9 NH,Br | 223 NaBrOQ, | 247
Y 280 Ta 286 F, 78 AgCl 146 CujAu 284
La 142 5 165 {| , 115 || AgBr | 150 || Mg,ca | 290
Con | 2219 Se 152 || Br, 111 TIC1 125 || BiyTe, | 155
Cna 391 Te 143 |1 I, 98 TiBr 115 || Fey 0, 660
b3 1 658 Cr 580 jI N, &8 Mg0O 946 H,0 192
Ge 366 Mo 454 || O, 91 Zn0Q 415 DO 185

%) Im festen He gemessen und auf Druck p = 0 extrapoliert.
Debye-Frequenz: fio =k;0, 8,= Debye Temperatur

ks = Boltzmann Konstante
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5.6 Weiche Phononen und Phaseniiberginge

Auf Grund der Stabilitdtsbedingung muss die Energieinderung ®; = & — & > 0 sein fiir klei-
ne Auslenkungen u!* von den Gleichgewichtskonfigurationen, wobei das Gleichheitszeichen
nur fiir reine Translationen und Rotationen erlaubt ist. Daher miissen die Eigenfrequenzen
QU(E) > 0 sein, mit Ausnahme der akustischen Schwingungen Qakust(E = 0) = 0. Die reine
Translationen darstellen

Falls ein (k,o)-Phononen “weich* wird, d.h. falls Q, (k) — 0 strebt, bedeutet dies eine In-
stabilitdt des Systems, da die Energieinderung & — ®q fiir dieses weiche Phonon beliebig
klein ist und das thermische Auslenkungsquadrat beliebig grofl wird. Dies fiihrt i.a. zu ei-
nem sogenannten displazivem Phaseniibergang, wobei die mit der neuen Phase verbundene
Strukturénderung direkt mit dem Verschiebungsfeld des (k, o)-Phonon bzw. mit der mit (&, o)
sternentarteten Phononen verkniipft ist. Wir wollen einen solchen Phaseniibergang zuerst an
Hand eines linearen Modells und dann fiir einige realistische Beispiele diskutieren.

Eindimensionales Modell: Entwicklung der potentiellen Energie nach Potenzen von x

1
O(x) — Py = Ef:UQ + gxt + hab + .

Das lineare Glied ~ x fehlt, da x = 0 ein Minimum sein soll; alle anderen ungeraden Gliedern
23,25, ... verschwinden, falls Inversionssymmetrie vorliegt.

Bei einem Phaseniibergang muss zusétzlich zur Stelle x = 0 ein zweites Minimum an die
Stelle zg # 0 (bzw. —x() entstehen. Hierzu gibt es zwei mogliche Mechanismen, die i.a. von

der Temperatur (oder von Druck) getrieben werden.

Phaseniibergang 1. Ordnung: Hier gibt es in einem endlichen Temperaturbereich zwei bzw.

drei Minima bei z = 0 und & = +x¢. Bei der Ubergangstemperatur 7, ist die potentielle
Energie beider Minima gleich.

zo(T)
T=T., <T, d(z) — B, _\ .
=T, . 0
0=
T
\ /T > T, /
7o
7! T

T,
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Die Gleichgewichtslage und damit alle anderen Eigenschaften des Systems &ndern sich bei
T = T, sprunghaft, d.h. unstetig. Die Frequenz ? = % kann sich zwar bei Anndherung an
T, etwas erniedrigen; sie wiirde aber erst bei einer Temperatur T, < T, weich werden, bei der
der Ubergang schon stattgefunden hat.

Phaseniibergang 2. Ordnung: Hier entwickelt sich das zweite Minimum x¢(7") kontinuier-

lich aus dem ersten Minimum bei x = 0, so dass x¢(T,s) = 0 ist. Dieser Ubergang 1t sich
durch das x*-Modell beschreiben:

1
<I>(a:)—(I>0:§f:U2+g;E4 mit g >0

f>0: nur ein Minimum bei z = 0, Frequenz Q? = % >0

f < 0: Maximum bei x = 0, Minima bei x = x¢y = £+ 5_;
: 2 _ ®"(@o) _ —5f
Eigenfrequenz 2° = % =57 >0
zo(T)
T>T,
g = 0
T
T,
2
/(T Q(T)
" H1)
M
T,

Der Ubergang wird durch das Weichwerden der Federkonstanten f(7) mit f(T.) = 0 verur-
sacht, so dass am Phaseniibergang sowohl die Frequenz der Hochtemperaturphase (dies ist

meist £g = 0 mit Q2 = %) als auch die der Niedertemperaturphase (xog = £,/ g—g, 02 = —Ws)
weich werden. Da sich in Folge anharmonischer Prozesse die Federkonstante f(7') linear mit

der Temperatur #ndert, f(7T) = (T — T.), variiert x(T) mit der Nihe des Ubergangs wie
2o(T) ~ VT, — T.

Beispiele

K>5e0, zeigt bei 130K einen Phaseniibergang von einer orthorhombischen Phase fiir 7' >
130K in eine inkommensurable Phase fiir T' < 130K, der durch das Weichwerden eines Phon-
ons mit pg = 3—2(1 —9) (6 = 0.07 bei 122.5K) verursacht wird. Die Niedertemperaturphase ist
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inkommensurabel, da pg kein rationales Vielfaches (wie z.B. %) eines reziproken Gittervektors
ist und sich mit der Temperatur kontinuierlich dndert.

0

30

20

tie (@) (meV)

[ L

i

1

zn
O
X2
L
n
250K
K
5K
130K
L L] 1 q
0.5

q (IN REDUCED UNIT)

Fig. 3.20. Phonon dispersion of the X;
(acoustic) and the X, (soft optic
mode) of K, SeO, at different
temperatures in an extended zone
scheme [3.91]

(B. Dorner, in: Topics in Current
Physics Vol. 23: Structural Phase
Transitions Eds. K.A. Miiller and H.
Thomas

Springer Verlag 1981 )

bee - Hf, Zr und Ti: Die hep
Metalle Hf, Zr und Ti ha-
ben bei hohen Temperaturen

einen Phaseniibergang in eine
hochsymmetrische bcc-Phase,
die sich unter Druck in ei-
ne w-Phase umwandelt. Beide
Uberginge werden durch wei-
che Phononen verursacht, sind
aber Phaseniibergénge 1. Ord-
nung.

Weichwerden des longitudi-
nalen L%(lll) Phonons und
des transversalen T1(¢,€,0)-
Phononen in der bee-Phase fiir
Hf, Zr und Ti.

W. Petry et al., Phys. Rev.
B43 , 10933 (91):

—£ 05

Der Druckiibergang in die w-Phase wird durch das longitudinale Phonon Ly /3(1,1,1)% verur-
sacht, das die Gitterebenen 1 und 2 ineinander driickt, so wie es der Uberstruktur der w-Phase

entspricht.
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|
-

Der Ubergang in die hexagonale Phase wird durch die sehr niederen Frequenzen des trans-
versalen Phonons T7(1,1,0)% verursacht. Der Mechanismus des Ubergangs ist im folgenden
Bild skizziert.

i) ][001]

(b)
(a) /[711] (c)
bce ® E) [11 3] hep

Thioy1/2 (110) €9 . 'Q .. / _D
e oo (oe o)
(B Q £ p {0 (]

& D0 e
DO e
® (e e

W. Petry et al. Phys Rev. B43, 10933 (91)
Das transversale ¢1(1,1,0)Z Phonon fiihrt nicht direkt in die hcp-Phase, sondern in eine hep-

artige Struktur, die in der hcp Basisebene verzerrt ist (Der entsprechende hep-Winkel ist 120,
statt 109, 5°).
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Streuung am Festkorper
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Kapitel 6

Streuung von Neutronen,
Elektronen und Rontgenstrahlen

Die Wechselwirkungvon Strahlung mit Materie, insbesondere die Streuung von Neutronen,
Elektronen, Rontgenstrahlen und Licht, ist die wichtigste Methode, Information iibner die
mikroskopische Struktur und Dynamik fester Korper zu erhalten. In diesem Kapitel wollen
wir nur die elastische Streuung behandeln, d.h. wir betrachten die Kerne als unbeweglich und
fixieren sie an den momentanen Lagen. Die Dynamik der Kerne, z.B. in Form von Phononen
oder Diffusion, fiihrt zu einer inelastischen Streuung, die im n#chsten Kapitel behandelt wird.

6.1 Wirkungsquerschnitt fiir elastische Streuung

Ein einfaches Teilchen (Neutron oder Elektron) mit dem Impuls hk und einer Energie £ =

&5 streut an einem Target mit dem Potential V (), das i.a. die Summe von Beitriagen

2 -
ik

verschiedener Atome ist. Nach der durch ((k|k) = W):

e T e 2 .
W (K, Bk = % ‘(kz’|T|k>‘ §(Ey — Ey) di’

In der Born’schen Naherung ersetzt man die T-Matrix

1

T=Vizgw™

V , Gy = freie Green’sche Funktion

durch das Potential V (7), mit dem Ergebnis:

2m
h

2 1 -
5(E-' — EE’)deJ

W (k, K )dk = -
Dabei ist V(E — K ) die Fouriertransformierte des Potentials.

VE-R)

VE-F) = / dr =Ry ()

Es ist jedoch mit den aus der elastischen Streuung experimentell gewonnenen Information
eine Rekonstruktion des Potentials i.a. nicht mdéglich, da

82
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a) nur Absolutbetrag, so dass die Phase unbestimmt bleibt
b) nur fiir E, K -Werte, die der einfallenden Energie F der Strahlung entsprechen

Wegen der Energierhaltung (EE = E,;,) dndert sich der Betrag des k-Vektors nicht, d.h. K =

kk' mit (k)2 = 1. Durch Einfithrung von Polarkoordinaten dk’ = k2dk’dQ und Ausfiihrung
der k-Integration erhilt man fiir die Ubergangswahrscheinlichkeit in dem Winkelbereich df:

Als Wirkungsquerschnitt o (9, ¢)d€) definiert man die sekundlich in das Raumwinkelelement

dS) gestreute Teilchenzahl, bezogen auf den einfallenden Fluss % (271T)3

do 2

= =o(¢) = (%)2 ‘f/(/z ")

do = o(0, p)dQ2 kann man als die Fliche interpretieren,
durch die sekundlich die Teilchenzahl

do
— 1 hk__ - -
e — W (k,K")d
- g W )
k flieft, wenn man die Flidche senkrecht zum ungestorten
Strom %ﬁ stellt. Den totalen Wirkunsgquerschnitt

o tot :/an(ﬁ,@

kann man analog als die effektive geometrische Querschnittsfliche des Streuobjektes interpre-
tieren.

Die Wechselwirkung eines Neutrons mit einem Kern R™ ist sehr kurzreichweitig und auf
den Kernbereich beschréinkt. Da der Kernradius sehr viel kleiner als die Wellenldnge A des
Neutrons ist, gibt es nur s-Streuung, die durch einen einzigen Parmeter, die Streuléinge
a ~ 107'2¢m, beschrieben werden kann. Pauschal beschreibt man die Streuung an vielen
Kernen mit verschiedenen Streuldngen a,, daher mit der Ferminéherung:

V(F) = %47rzn:an5(77—Rn)
- & RE" 27
V(K)> = %M;ane , K=k—Fk

Elektronen wechselwirken sowohl mit dem Kern als auch mit den Elektronen der Atombhiille.
Wenn man annimmt, dass man die Elektronendichte aus atomaren Dichten py, (7 — ﬁ") su-
perponieren kann, dass man ferner Austauscheffekte vernachléssigen kann, ist das Potential
V(7) gegeben durch

o Sn _Zne2 ern(f* - R’n)
V=2 i h ):Z{w_m o

n
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Durch Fouriertransformation erhélt man daraus
~ — 4 — n
V(i) = Z FalB)eER
wobei der Atomformfaktor f, (K ) fiir Elektronenstreuung gegeben ist durch
=Z, - / dr piom ()R = 7, — fE(K)

fﬁ(K ) ist der Atomformfaktor fiir Rontgenstreuung. Im Vergleich zur Neutronenstreuung
muss man also die Streuldnge a, bzw. 477%% ersetzen durch den K-abhéingigen Faktor

4” (Z — fAK )).Wegen

K2 hK?2
Amgna 5

e T\ o2 =

T (Z - fr(K)  S(Z-fr(K)
ist die Wechselwirkung von Neutronen mit Materie sehr viel schwécher als die von Elektro-
nen. Ein weiteres Charakteristikum der Neutronenstreuung ist, dass die Streuldnge a,, sehr

stark von Element zu Element schwankt, wihrend der Atomformfaktor fiir Elektronen oder
Rontgenstrahlen kontinuierlich mit Z wchst.

—4
<1 s a~ 10 a Bohr

Fiir den differentiellen Wirkungsquerschnitt g—g erhalten wir daher im Fall der Neutronen-

streuung
do

=o(v,p) mit K =k — k'

§ :anezKR
n
Bei Elektronenstreuung miissen wir hier und in den folgenden Formeln a,, ersetzen durch

an:>(2;;n](e ( fx( ))

6.2 Streuung an Fliissigkeiten

Im folgenden betrachten wir die Streuung an einer homogenen, einkomponentigen Fliissigkeit
mit N Atomen im Volumen V. Der differentielle Wirkungsquerschnitt léasst sich durch den
sogenannten Formfaktor (“Streugesetz®) S(K') ausdriicken.

- Bm
§ :ezKR

m

2
do oo . ~ 2 = o
75 = Na®S(K) mit S(K) = < ), K=Fk—F

() bedeutet Mittelung iiber alle méglichen Konfigurationen R, R2..R", die die Atome wihrend
der Messung annehmen koénnen. Der Formfaktor S(K) ist sehr eng mit der Dichte bzw. der
Paardichte aller Kerne verkniipft, wie im folgenden dargelegt wird.

Dichte bzw. Einerdichte: ny(7) = (3. 6(F — R™)) = n konst. fiir homogenes System
Paardichte: no (7, ™) = (3 6(F — R™)8(7 — R™))
— (5= )+ (3 67~ BMa( — )

m#n
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Fiir grofle Abstidnde sind die Atome R™ und R" nicht korreliert, so dass gilt:

no(7,7) ~ ny(Mn(7) , |F—7| — oo

WW-Potential
V(r) zweier Atome

1. Nachbar 2. Nachbar

v

r

Schematische Darstellung der Abstandsabhéangigkeit
der Paarkorrelationsfunktion g(r) und des atomaren
Wechselwirkungspotentials V(r).

Fiir ein homogenes System fiihren wir daher eine Korrelationsfunktion g(é) ein, die nur vom
Abstand |R| abhéingt und fiir grofle R gegen 1 strebt.

na(7,7) = nd(F — 7) + ng(|FF])

Fir kleine R strebt g(R) gegen Null, da die Atome sich stark abstoffen. In der Nihe des
nichsten Nachbarabstandes hat g(R) ein Maximum und zeigt mehr oder weniger ausgeprigte

Oszillationen fiir groflere R um den asymptotischen Wert 1.
Fiir den Formfaktor S(K) findet man:

S(K) = % / dr / di KT (7 )
\4 \4

Da na(7,#) nur vom Abstand | — 7| = R abhiingt, kann die 7-Integration direkt ausgefiihrt
werden.

S(K) = %/d?ﬂ/dﬁeiﬁﬁ <n5(§)+n2g(R)> , n=
\%

<l=

= 1+n/dﬁeﬂ?ﬁ°g(R)
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Von ¢g(R) subtrahiert man iiblicherweise den asymptotischen Wert 1, da dieser nur einen

Beitrag ~ 0(K) liefert, der im folgenden vernachléssigt wird. Durch Einfithrung von Polarko-
ordinaten dR = R?>dR d cos @ d® und Ausfithrung der Winkelintegration findet man

sin KR
KR

S(K)=1+ 47m/R2dR (g(R) — 1)
0

—

Bei einem verdiinnten Gas (n < 1) ist S(K) = 1. Man misst in diesem Feld die kohérente
Addition der Streuintensitidten der einzelnen Atome. Bei einer konzentrierten Fliissigkeit er-
geben sich jedoch starke Interferenzeffekte von benachbarten Atomen, so dass S(K) stark
strukturiert ist.

3 T T T T T
Yy ——-- Hard-sphere model
2+ 2
Sn 250°C
P v
T T
Der Strukturfaktor S(Q) fiir 3¢Ar bei 85K. Die 5 i
durchgezogene Kurve stammt von einer & ok f i
molecular dynamics™Rechnung, die auf einem 8 J 11 FASEE
Lennard-Jones-Potential basiert. 8 i
[ i VPO
[V
3- T T T T T T T T T I- a
L 4 0 / -
2t i . A8T0C
g o -
1F -
0 5 10 N B 20 28 Comparison of hard-sphere structure factors
4 with experimental data in the cases of Al, Zn

Die Paarkorrelationsfunktio g(r). Sie wurde durch  and Sn near the melting point.
Fouriertransformation der experimentellen Daten
der Abb. fir Ar gewonnen.

Leider findet man, dass die Korrelationsfunktion g(R) relativ unempfindlich auf Details der
Wechselwirkung ist. Molekulare-Dynamik-Rechnungen mit Harte-Kugel-Potentialen geben
schon verniinftige Ergebnisse fiir den Formfaktor S(K). Detailiertere Informationen iiner
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die Korrelationen wiirde man nur von hoheren Korrelationsfunktionen (z.B. Dreierdichte

ns (7,7 ,7")) erhalten, die aber experimentell nicht direkt zugénglich sind.

T T T T T
3+ 4
N Amorphous
——— Liquid
- 2F -
g
U) Y
Amorphe Metalle sind me- \_}{ =
tastabile Strukturen, die z.B.
durch schnelle Abkiihlung aus @ / |
—— | I 1

der fliissigen Phase entstehen. 0 4 8 12
Die Kiihlrate ist so schnell, dass Q(ﬁﬂ)
das Metall nicht geniigend Zeit
hat eine Fernordnung aufzubau- ' ! ' ! '
en. Jedoch ist die Nahordnung 3 -
stdrker ausgeprdgt als in der ~ —— Amorphous
fliissigen Phase. Z.B. ist das erste N Liquid
Maximum der Korrelationsfunk- o 4
tion g(R) hoher und das zweite —
Maximum ist aufgespalten. > A
1 R
Iy ¥
i
b) i
0 4 8 12

rA)

Comparison between the structure of amorphous Ni and
that of liquid Ni.

6.3 Streuung am Kristall (Braggreflektion)

2
Startpunkt 5—6 = NaQS(I?) mit S(E) — %

ei}?ﬁzm
2

Streuung am endlichen Kristall (Bravaisgitter)

R"=Am , K=BR , BA=2rl
m = (m17m27m3)
0

<m; < (Nz — 1)(1@'
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[ )]
[ ] ] )] [
wfaf [ [ L[]

Niaq

Ni—1 No—1 N3—1

LT DM . - . . . . .
§ :ezKR — § :67,27mm — § : § : § : 67,27r/£1m16127m2m2 67,27”@37715
= -

m m1=0mo=0m3=0

1— 67227”@1]\71 1— ei27r/—£2N2 1— ei27r/—£3N3

1 — ei2mr1 ] — ei2nk2 ] — gi2nka
e’i27f(fi1(Nl—1)/2+N2(NQ—].)/Q"FN[;(N[;—].)/Q) S1n 7T'/€1N]_ S11 TFHQNQ S11 7TI€3N3
Sin 7wk sin mko Sin ks

d_a _ 2 sin mk1 V1 ' sin ko Ng ' sin mr3N3
ds) sin K1 sin ko sin K3
sin? kN
N2 sin? 7k
~ L
N
/\I |/|\ e /\ /\
| | |
1 1 3 K
—av 0 v an 1
o0 o0
sin? Tk N sin? Tk N sin2 tk N N sin? x
k<1 — ~ 55 > — = — — =N
sin“ K T*K TR T T
— o0 — 0o
N—_— —

™

Maximale Intensitéat:

K1, ke, k3 = 0,+1, +2 ganzzahlig

K=B (h, k1) = K" reziproke Gittervektor
do

2 2 2772
=a“(N1NaN3)* =a°N
aa ¢ (N1N2Ns) “
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Im Braggreflex K = K" addieren sich die Streuwellen aller Atome kohé&rent, so dass die Inten-
sitét proportional zu N2 ist. Bei kleinen Abweichungen Ax von der exakten Braggbedingung
fallt die Intensitat stark ab, so dass die integrale Intensitét bei Integration iiber einen kleinen
R-Bereich ~ + nur ~ N variiert. Die Form des Braggreflexes (Halbwertsbreite Ar; ~ N%)
gibt direkte Information tiber die Form und Grofle des Kristalliten. Fiir groe N kann man
niherungsweise den Formfaktor durch eine §-Funktion ersetzen.

do

2 2 h
- NaVBZZ<5(K KM

h
Einfachere Ableitung:

;i_g _ GQZeik(R‘ﬁ—R‘ﬁ) D) DI L L

Falls man die Summe iiber 7’ von —oo bis 400 ausgedehnt, erhilt man

do 9 > oF
- = Na VBZZMK—K )
h
Ewaldkonstruktion
@
Kh
@
Ewaldkugel k=k>
Energiesatz: alle Streuvektoren &’ miissen auf der Ewaldkugel |K/| = |k| liegen.

Quasiimpulssatz: bei einem idealen Kristall sind nur Impulsiibertridge von Kh moglich:
F—F= i = —RF = £

Fiir grofe ideale Kristalle versagt die Born’sche Naherung (kinematische Theorie), da die
Streuintensitit ~ N2 zu stark ansteigt, so dass hohere Korrekturen (2. Born’sche Niherung
etc.) wichtig werden.

6.4 Unordnungsstreuung in Legierungen

Wir betrachten im folgenden die Streuung an einer (ungeordneten) binédren Legierung, z.B.
Cui_cAue, mit verschiedenen Streuamplituden f4 und fp. Die Streulénge a,, an einem Git-
terplatz R™ kann daher zwei Werte annehmen:

S fa  wenn Platz m mit A-Atomen besetzt ist
™ | fg  wenn Platz m mit B-Atomen besetzt ist
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Schreiben wir die Formel fiir den Wirkungsquerschnitt in der folgenden Form

=

do- Lo o 2 =7
_ o AK(RM—R7) _ iKR o
70 E A aie = E e A5y p A
mmn

h n
so mittelt die zweite Summe iiber alle Paare 7, 7 + h mit dem gleichen Abstand h. Bei einem
groflen Kristall entspricht dies einem Ensemblemittelwert iiber alle moglichen Konfiguratio-
nen

Qg p i = Z {aq450) = N{agao)
i i —
unabhéngig von »

Fiir eine Konzentration ¢4 von A- und cg von B-Atomen gilt offenbar c4 + cg = 1, wenn alle
Gitterplitze besetzt sind. Deshalb ist z.B. der Mittelwert (a,,) gegeben durch

(am) =cafa+cpfp ca+cp=1

Fiir die Streuung bendtigen wir den Mittelwert (a;ap). Wenn wir annehmen, dass die Beset-
zungswahrscheinlickeiten auf benachbarten Gitterplatzen unabhéngig voneinander und stati-
stisch sind - dies ist bei geniigend hohen Temperaturen i.a. der Fall -, so erhélt man

<aﬁa0> = <a2>5ﬁ,0 +(1- 5ﬁ,o)<a>2
= (cafa+cBfB)? + 05 gcacs (fo — f8)?

Durch Einsetzen in den Wirkungsquerschnitt erhalten wir zwei Beitrige:

do  do do
aQ  do Bragg Q Diff.
= N(CAfA+CBfB)2VBZZ<S(R_RE)+ Neacp(fa— f8)?
h monoton diﬂ"usgLaue—Streuung
Braggstreuung

Die Laue-Streuung ist eine diffuse Untergrundstreuung, die kaum Struktur zeigt (unabh#ngig
von k fiir Neutronen). Wegen der statistisch unabhéngigen Besetzungsverteilung gibt es keine
Interferenzeffekte.

Bei niederen Temperaturen ist die Besetzung benachbarter Gitterplétze i.a. korreliert, da
die Wechselwirkungsenergie nicht mehr klein gegen kT ist. Zur Diskussion dieses Verhaltens
fithren wir Besetzungszahlen S’ und S% ein.

gm — 1 wenn Platz m mit einem Atom der Sorte A besetzt ist
471 0 wenn Platz m mit einem Atome der Sorte B besetzt ist

SE+SE=1, (S0)?=58, (Si)=ca, (SF)=cp

do m m n n ik(BRm—Rn

2~ 2 (S5 SB) - an - (Sh 4 55) -au) )
do m an\ ik (R™—R7 m an\ iK(B™—R" m an\ iK(Bm—R"
o5 = A _(SHSNe T op, fg Y (SHSR)e T L D (PSRt

mn mn mn
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Fiir grofie Entfernungen ist (S7'S%) = (S7')(S?') = caca. Dieser Term fiihrt zu dem gleichen
Ausdruck fiir die Braggstreuung wie oben mit dem gemittelten Atomformfaktor ca fa+cpfa.
Fiir die Differenzen der Korrelationen zeigt man leicht, dass gilt (benutze: S} =1 — S%)

(SASH) — (SANSA) = (SESE) — (SB)(SE)
= —{(SA'SE) — (54)(SB)}

Setzen wir daher

so ist die restliche diffuse Streuintensitit gegeben durch

do R G
2| Neaces(fa - Y e Q)
diff. X

Offenbar gilt immer a(® = 1, da (SjZf’)2 = S’} ist. Fiir eine statistisch unabhéngige Verteilung
ist o) = 55’0 und man erhilt das Ergebnis der Lauestreuung. Beziiglich der Korrelation,
bestimmt durch die Koeffizienten a®) fiir h = 0, unterscheidet man zwei Typen von Legie-
rungen:

Nahordnungslegierungen , die bei tiefen Temperaturen eine Uberstruktur zeigen. Hierfiir
ist «( n.N. ) < 0, da ungleiche Atome sich anziehen und eine geordnete Legierung mit
Uberstruktur entsteht.

Entmischungslegierung , bei denen Atome der gleichen Sorten sich zusammenlagern und Clu-
ster (Ausscheidungen) bilden: ( n.N. ) > 0. Bei tiefen Temperaturen entmischen diese

Legierungen in die reinen Komponenten.

0000000 ®®O0
000000000 @
0C0O®@00000®ee0
Ceeco®eoenn
0C0@000@e00®0
@co00O0O0Cee®e®e
®@0000®@00000
00000000
0000000000
®@000000@000
0C@ee00®00000 . : .
statistisch unkorrelierte Atomverteilung
S
Laue
/ Braggreflex
—
> 7K
h

K
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schwache starke

[CHONCNONONONCNONONONG] OCOO0OO0OOO0OO0O0O 00

[ONONONONONONONONGNONG] [ONONONONONONONONONING]

[ONCHONONONONONINONONS] [OROVNOROVNONCNONON NN

ONOCNONONONONONONONONG) ONOCNONONONONONONCGN VN0

[ONONONONONONONONONONG] [ONCHONCHONCHONONONON]

[CNCHONONONONONONONON ) CHONCHONONONCHONCHON?]

Q000000 ®@000 000000 @®@@@0 00 schwacheundstarkeTendez
[ONCHONONONINONONONONS) [ONCHONONONONONONONONS)] zurAusscheidungbzw.Ent—
[CHONONONCNONONONONONG] [CRONONONONCNONONONONS] .
Ce00@00000O0 ©C0000@®0 000 mischung und zugehoriger
OO0OO0OO0O®O0O0O0O0O0OO0 OO0 O0OO0OO0O0OO0O0O0OO0

Streubilder

S

o

K
Tendenz Uberstruktur geordnet
0C@0000@e000 @ 000000000 @O0
000000000 @O0 0C000O00O0000O0
CO0@00@000O0 0Ce0e0e0®0eo0
0C@00@00000O0 00000000000
000000000 e 0Ce0e0@e0®0eo0
0C@0®@000000O0 00000000000
0C0O000@00 @00 0C@0e0eC®0 @O0 .
C0O@®O0000®O00 00000000000 Tendenz zur Uberstruktur
0C00000®0®@00 Ce0e0e0®0eo0 und geordnete Legierung
C@e0e000000O0 OC00000OC000O0 o
0C0O000@00e0o0 0Ce0e0e0e0®O0 mit Uberstrukturreflex

S .
Uberstrukturreflex

6.5 Kohirente und inkohirente Neutronenstreuung

Isotopieinkohérenz : Die Streuldnge a kann sehr verschieden sein fiir verschiedene Isotope des
gleichen Elementes. Die Massendnderung des Isotops ist aber fiir die chemische Wechselwir-
kung vollkommen unwichtig. Bei der elastischen Streuung

Z_?z => T )

muss man bei Vorliegen eines Isotopengemisches iiber die Streuléngenverteilung der Isotope
mitteln, wobei die Verteilungen auf benachbarten Pléitzen unabhéngig voneinander sind

amn = Omna® + (1 — 0 )(@)?
= @+ dpn(a? — @)
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Man erhélt daher eine Braggstreuung, die durch a bestimmt ist, und eine zusétzliche, struk-
turlose inkohédrente Streuung.

do_do| o

dd Q| kon 2| inkoh

d . L

—U‘ = Na*Vpy Z §(K — K") inkohiirente Streuung )
| koh -

do 5 N "

— = N(a? — a”) inkohérente Streuung

dQ| inkoh

Spininkohérenz : Die Wechselwirkung eines Neutrons mit dem Kern ist stark spinanbhéngig.
Bei einem von Null verschiedenen Kerspin muss man daher iiber alle moéglichen Spinzustiande
mitteln. Bei der Wechselwirkung des Neutrons (Spin 1) mit einem Kern (Spin 1) ist der
Gesamtspin eine gute Quantenzahl. Der Gesamtspin kann den Wert S, = 1+% und S_ = 1—%
annehmen, so dass es zwei verschiedene Streulédngen a4 und a_ je nach Gesamtspin gibt. Da
es Zustdnde mit Gesamtspin 1 — % und 2(1 — %) + 1 Zustéinde mit Gesamtspin 1 — % gibt,
erhélt man

1+1 1 L 1+1 1,

2
i1 T a1 YT a1 a1

a =

Beispiel:

Neutron-Proton Streuung : 1 = %
ay = 1.082 - 10~ cm Triplettzustand (3-fach entartet)
a_ = —4.742 - 10~ 2cm Singlettzustand (nicht entartet)
a=3ay +ta_ =-0374-10"2cm

Ginkoh = Va2 — @2 = 2.522 - 10~ 2¢m > aon

sehr starke inkohérente Streuung fiir Protonen

Neutron-Deuteron Streuung 1 =1

ar =0.95-10"2cm

a_ =0.10-10""2cm

a = 0.67 - 10~ 2¢em relativ schwache inkoh. Streuung

Qinkoh = V a2 — @2 = 0.40 - 10~ 2¢m relativ schwache inkoh. Streuung

Konsequenz : i.A. kénnen nur deuterierte Proben Information iiber die Struktur geben.

6.6 Elastische Streuung von Rontgenstrahlen

Die Streuung von Roéntgenstrahlen ist etwas komplizierter als die Streuung von Elektronen
oder Neutronen, da wir es mit einem Vektrofeld anstatt eines skalaren Feldes zu tun haben.
Daher treten die Maxwell Gleichungen an der Stelle der Schrédingergleichung. Der Einfachheit
halber behandeln wir die Elektronen des kristalls als klassische Teilchen. Dies ist gerechtfer-
tigt, da die Frequenz w, der Rontgenstrahlen sehr viel grofler als typische atomare Frequenzen
der Elektronen sind

c UElekt .
We A2 — > ——TM — plektron  bZw. hwy > E, Anregungsenergie des Atoms
)\z GBohr ——

)\z%aB
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(Fiir die Elektronen der inneren Schalen, fiir die fuw, ~ E,, ist, gibt es “Dispersionskorrekturen*,
die quantenmechanischen Ursprungs sind).
Wir betrachten daher die Elektronen als frei beweglich. Die Feldstirke E(7)e ™! der Réntgen-
strahlung bewirkt eine Kraft auf jedes Elektron

. . = . e — .

F(t) = mi(t) = eE(F)e ™" = 9i(t) = ———E(f)e” ™"

mi(t) = mi(t) = eE(F)e u(t) — (P)e

Fir die Elektronenverteilugn p(7) fithrt dies zu einem Ladungsstrom

—

= 62 T
J(7) = ep(F)5(F) = i nf’i))

E’(F)eiwt

den man in die Maxwellgleichungen einfiithren muss. Fiir harmonische Zeitabhéngigkeit lauten
diese:

(1) rotE=-1H=i“H
. 1 4m - . Ame?o(7)\ =
(2) rotH =-E+ —J=—i (1 - L”y)) E@)
c c mw
— -
tD=-%D D(7)=e(7) E(7)
Dielektrizitétskonstante (7):
. dre? drr,
() = 1= ) = 1- ()
———
x(7)~10—4-10—5
2T 62 ~13 _5 ¢ .
w=ck=c— , re=——=2,82-10""cm = 2.82-107°A klass. Elektronenradius
A mc2
Umformungen

a) eliminieren H-Feld: Bilde rot von Gleichung (1) und setze Gleichung (2) fiir rot H ein.

2

rot rot E(7) = t—zﬁ(f) = K2D(7)
b) eliminieren E:
=, 1 = =~ Amre o=
E() = D) ~ D) + 55 D)
1 1
da = ~1+x() , x()~10"1

rotrot D =V x (V x D) = —V2D + V(VD) = —V2D
divD =0 , da D ~rot H und divrot =0
Ergebnis : Wellengleichung fiir ﬁ(F)

~ < oo dmre s
V2D(F) + k2D(7) = V x V x Z;” p(7)D(7)
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analog zur Schrodingergleichung fiir Wellenfunktion (7)

V() + K2 (7) = S5 V(P)(7)

Lippmann-Schwinger Gleichung fiir Elektronen oder Neutronen

-1 ik|7— r|2
e = oy /d e V)

%

ezkr+ _F(Q) , F(Q) = _—/df' E_EIFIV(F,)w(F’)

Wirkungsquerschnitt 92 = |F(2)|?
Lippmann-Schwinger fiir D(7): (D Polarisationsvektor, 5(2) =1)

N o 1 zk|r 7|
D) = Do + /cﬁ4 Tﬁ -
ikr

—

> Py 1 eTF(Q)

47,

D X O X (Wp(f")ﬁ(ﬂo

— 1 ik 47'('7’3 =y =
FQ) = 47T dr'e O X O X T p(r"YD(r")
= = _‘/ _Zk/—»/47TT6 N = . . .
= +Ek X k' x /d 12 p(7)D(7") 2x partiell integrieren
Born’sche Niherung: D(7) & D_’Oeiﬁ’?
FQ) =~ K xk x ﬁore/df' o), R=k—K
- (50 — KK - ﬁ0)> — —Da Komponente, die senkrecht auf ¥ ist
do =2 2.2 2\ (2
= IF@)P = s’ O |E(K)

mit § = £(K', Dy) und Fy(K) = [ 57 p(7)di (D3 = DZ = 1).

do 9

_ ) z/ 17\ iKR"
Jq = Tesin 0 zn:fn(K)e
2(k) = / d pAtem ()57 Atomformfaktor fiir Rontgenstreuung

Mittelung iiber Polarisation (der einfallende Welle Dy)
wegen div D(7) = 0 ist Dy - k = 0

95
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o-Polarisation : ﬁg senkrecht zur Ebene von k und &’

—
~

AN
N

-7
DO

\
\
\
|\ sin?f = sin? £L(K', Dy) = 1
Y
K /
/

—»
k?

—»
(e}
l)0

/

/

Ve
~

m-Polarisation : ﬁg 1L zu E, aber in der Ebene von k und &'
sin § = cos(90" — ) = cos ¥

Mittelung iiber beide Polarisationen:

2

— =T

do 51+ cos? ¥
a2

> Fi(R)e R

6.7 Vergleich: Elektronen-, Réntgen- und Neutronenstreuung

n X e LEED
Energie 10meV ~ kT 10keV 100keV 100eV
Wellenléinge A 14 14 0,054 5A
Streuamplitude a~10"2em 1. Z ~ 107 1em ﬁ:}iZ ~1078cm ~10~%cm
Extinktionslinge* > 10°A4 10*A 102 — 10°A 5A
Absoprtionslinge ~ 1084 10°A 10° — 10*A 104

* Lénge, bei der die 1. Born’sche Néherung versagt (Vielfachstreueffekte werden wichtig fiir
die Braggreflektion; “dynamische Theorie“ notwendig)



6.7. VERGLEICH: ELEKTRONEN-, RONTGEN- UND NEUTRONENSTREUUNG

o Nit8

=

SCATTERING LENGTH b (10%em}

ni®2 1

80 100
—= ATOMIC WEIGHT

* NUCLEAR
® MAGNETIC

Neutronenstreuldange als Funktion der Nukleonenzahl der Kerne

97

Beispiel : 1) H2O a) Rontgen u. Elektronen “sehen“ die H-Atome praktisch nicht, da der

Atomformfaktor von O etwa 8 mal grofer ist

b) Neutronen streuen sehr stark inkohérent an H (keine Strukturinformation)

¢) D20: D und O streuen etwa gleich stark kohérent

= Neutronenstreuung ist wichtig fiir biologische Systeme, Polymere etc.
¢) CuNi Legierung: a) Rontgenstrahlen 4+ Elektronen C'u + Ni streuen praktisch gleich stark

(Z =28, 29)
b) Streuléingen von C'u und Ni sind merklich verschieden.
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Typische Zeitintervalle und Raumabsténde , die mittles verschiedener Streuwinkel untersucht
werden konne.
Die Neutronenstreuung ist ideal zur Untersuchung der atomaren Dynamik.

10°

Neutronen

Licht

Zeitintervalle (s)

10-14 L

10-16 B

: Réntgen
! N

10—18 1 | 1 N L | | |
10° 10 10? 10° 10*
Abstande (A)

mit elektromagnetischer Strahlung (- - -) und mit Neutronen
{(—) zugéngliche Raum-Zeit-Bereiche




Kapitel 7

Inelastische Neutronenstreuung

In diesem Kapitel werden wir die Dynamik der Atome des Tar-
gets in die Streuung einbeziehen. Dies bedingt, dass die Ener-
gie Ej, des Neutrons nach dem Stof von der Anfangsenergie Ej
verschieden sein kann. Das Neutron kann dem System nicht nur
einen Impuls iibertragen (Impulsiibertrag auf das Neutron K —
ko= I_(') sondern auch eine Energie (Energieiibertrag auf das
Neutron FEjp, — Ep = hw). Das Neutron kann bei der Wech-
selwirkung nicht nur Energie abgeben, sondern i.a. auch gewin-

nermn.

7.1 Doppelt differentieller Wirkungsquerschnitt

Wir bezeichnen den Anfangszustand des Targets vor der Streuung mit |i) und den Endzustand
nach der Streuung mit |f). Fiir den Targethamiltonoperator H gilt dann

Hli) = €li) , H|f)=¢€f|f) , i — initial, f — final

Nach der goldenen Regel ist die Ubergangswahrscheinlichkeit fiir eine Streuung (]E) = ebene
=, kT
Welle, <ﬂk> = W)
Neutron |k), Kristall [i) — Neutron |£), Kristall | f)
gegeben durch (1. Born’sche Néherung):
oo 7 & 2T |y N 7
Wik i— k., f)a = = ‘(k ,f|V|k,z>( §(E+ & — By — cg)dk

e En B2 I T A .
mit V(7B = o4 Y and(F— BY) L JRa) =R K, f) = F)]f)

Da bei der Streuung sowohl der Anfangszustand des Festkorpers als auch der Endzustand | f)
nicht analysiert wird, muss man zur Berechnung der Ubergangswahrscheinlickeit W (k k') des

99
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Neutrons iiber alle Endzusténde |f) summieren, sowie iiber alle Anfangszustinde |i) mitteln
geméf einer Boltzmannverteilung:

e Pei e—Pei
pZ(T) = “Be; —BH
S e P Spure
J
Also:
Wk, B)dk = Zpl ‘ B VIR 8B + e — By —ep)dR

Fﬁhren wir By, — Er = hw als Energieiibertrag (auf das Neutron) ein, setzen dk' = k:’2dk’ dQ) =

dwdQ so erhalten wir fiir den doppelt differentiellen Wirkungsquerschnitt (Es ist o _

(27r)3m dQdw
W(k% i)

o~ e (5 )sz )@ rviRaf s (255 - o)

Im Matrixelement V7, 1R kann die Integration iiber die Neutronenkoordinate leicht angefiihrt
werden.
(K f|V|ki) = —47TZan (k' f|6(7 — R™)|ki)

~~

I Gge R Ta(F—Rm)erli)=(fle=F =R i) 1y

2
dew sz <f|zn:“”e_mn‘i> 5(“_%)

Nach van Hove lésst sich die Summation {iber die Endzusténde |f) des Festkorpers ausfiihren,
indem man zeitabhéngige Korrelationsfunktionen einfiihrt. Ersetzt man die J-Funktion durch
ein Fourierintegral iiber die Zeit ¢

— d
€ —E&f bt iei—ep)t
Ol w— = - AN
< h > / 27re €
so erhilt man

2
R, Gy
A1 ane ) 6 (0= 257 )

dt L e RRm, i LiRRn.
:/%e zth<Z|ehazt(ZamezKR )e tht|f><f]Zane iKR |Z>
! m n
Hier €; bzw. ey durch H ersetzen, da H|i) = ¢;|i) und H|f) = e¢|f)

dt it iR Bt —RE"(0
= [ e i ame DI

—_———
1
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Hierbei ist ﬁm(t) der zeitabhingige Heisenbergoperator
R’m(t) _ e%HtR’me—%Ht
Nach Ausfithrung der f-Summe erhélt man

d*o ky -
- mUnPmn K;
dQdw ks 2 amtnSonn (K )

mn
mit

Smn(}?a w) — / ﬂe—iwt sz(T) <i|eiﬁﬁm(t)e—iKﬁ”(O) ‘Z)

dt . LI Bm _ PN
= / e Wl (KR (t)eTZKR ©) thermischer Mittlewert

- 2 Spur e PH

Insbesondere erhilt man fiir gleiche Streuldngen (einkomponentiges System)

d? k -
dchw = k—chﬁD(K,w) van Hove Formel

%e_“"tﬁ ;(e’KR (t) =K (0)y . dynamische Struktur

mit S(F,w)) /

Anmerkung:

(eER™®) _ o=RE 0 — (KR ()} (=K 0)y fir ¢ - oo

Diese Bedingung ist in der harmonischen Naherung nicht erfiillt (siehe linearer Oszillator).
Gedéchtnis geht nicht verloren in harmonischer Theorie

= Anharmonizitéiten wichtig = Lebensdauer der Phononen schneiden die zeitlichen Korre-
lationen ab.

7.2 Eigenschaften des dynamische Strukturfaktors S ([3’ , W)

a) Abspalten der elastischen Streuung
Fiir groBe Zeiten sind die Koordinaten E™(t) und E"(0) nicht korreliert, so dass

<eiﬁﬁm(t) — e‘Kﬁn(O)ﬁ = <€”€ﬁm(t)>T <e_“?ﬁn(0)>T fiir ¢ — oo

unabhéngig von Zeit t

Da die Fouriertransformation dieses zeitlich konstanten Ausdruckes eine §-Funktion §(w) er-
gibt, beschreibt das asymptotische Verhalten der Korrelationsfunktion fiir grofle Zeiten die
elastische Streuung.

S(E, w) = Selast([?)é(w) + Sinelast(Ka w)
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mit Sejast (K) = + (> B p| (Formfaktor fiir elastische Streuung)
nyd dt —iw 1 Z'_’_'m _iﬁ_’n iﬁ_’m _iﬁ_’n
St (Ro0) = [ 51675 37 (@R (1) KO — (KR 0) (oK T0) )

n ~~

—0 fiir t—oo

—

Da der Integrand von Sipelast fiir ¢ — oo verschwindet, enthélt Sipelast (K, w) keine d-Funktion
~ §(w) mehr, beschreibt daher die inelastische Streuung (aber: i.a. ist Sipelast (K, w) auch fiir
w = 0 ungleich 0)

b) Detailiertes Gleichgewicht (Beziehung zwischen Energiegewinn- und Energieverlustpro-
zess)

g 4 dt —’LO.) ]. iﬂﬁm _,L'ﬁﬂn
S(K,w) = /—e tNZ@ RE™ (1) KR 0)y ),

2w
2
€ —E&f
) _
(v-=57)

= w1 e E )
if m

e_IBEi

mit p;(T) = ]
J

Wegen des Energiesatzes ist €; = €7 + hw, so dass p;(T") ersetzt werden kann durch p;(T") =
pf(T)e_ﬂh‘“. Ferner ist

o) = e )

so dass

. 2 .
SR w) = e %jpfa’)\ IDIRICEES

h

(i| X et ik R™ | f)

S(—K,—w)
Also:
S(K,w) =e PS(—K, —w)

Diese als detailiertes Gleichgewicht bekannte Bedingung verkniipft die Energiegewinnprozesse
des Neutrons (w > 0) mit den Energieverlustprozessen (w < 0). Demnach gilt fiir hohe
Temperaturen

kT > hw S(K,w) = S(-K,-w)
d.h. Energiegewinn- und -verlustprozesse sind gleich wahrscheinlich. Bei tiefen Temperaturen
kT < hw kann das Neutron dagegen nur Energie verlieren, da der Festkérper im Grundzu-
stand ist. Daher gilt

KT < hw S(K,w)=0 fir w>0



7.2. EIGENSCHAFTEN DES DYNAMISCHE STRUKTURFAKTORS S (I_(' , W)

S, elast S, elast

KT > hw kT < hw

: Sinelast

S inelast

Verlust Gewinn w Verlust Gewinn v

Schematische Darstellung der Energiegewinn- und Energieverlustprozesse
(Annahme S(K,w) = S(—K,w))

Zusammenhang zwischen detailiertem Gleichgewicht und Zeitinversion:

o Anfangszustand

K, E, -
K, Er,

1) )

i) Endzustand
k, EE k, E_.
Anfangszustand [2)
Ey — E; = hw , _ Ep — Ep = —hw

R

¢) Summenregeln

7 _ dt e 1 iKRm™(t) —iKR™(0
/de(K,w) = /dw/%e NZ@ ®e Oy

mn
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Das Frequenzintegral von S(K,w) ist durch die gleichzeitige Korrelationsfunktion bestimmt.

Bei der Réntgen- und Elektronenstreuung ist |[iw| < E bzw. Er,. Daher ist in guter Niherung

k; = ky. Der w-integrierte Wirkungsquerschnitt
do d’o ~
a0 / “aadaa - / wSK,w)

ist daher durch die gleichzeitige Korrelationsfunktion bestimmt

d > Bm > pn -2 Dm BN
% — a2 Z<ezKR e~ KR = g2 Z<ezK(R —R)
mn

mn
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In Ermangelung einer hinreichenden Energieuaflésung misst man diesen energieintegrierten
Wirkungsquerschnitt i.a. bei der Rontgen- und Elektronenstreuung. Er erfordert die Berech-
nung des Formfaktors S (I? ), fiir die elastische Streuung, der iiber die thermische Bewegung
gemittelt wird. Fiir Fliissigkeiten und Gase ist diese Streuung daher in Wirklichkeit unela-
stisch; lediglich durch die Energieintegration erhilt das Ergebnis die gleiche Form wie die
elastische Streuung an einer “eingefrorenen® Fliissigkeit, z.B. einem amorphen Metall.

Also:

2

Z 67LKRm >T

m

/ dw S(K,w) mit S(K) = %(

mittlerer Energieverlust des Neutrons: (hw)

2
/dwhw5<w— Ei;€f>

2

/ dw hw S(K ,w) = > n()
if

Energiegewinn des Neutrons

IS e R i)

(ei —¢f)

= S @ |1 i)
i f n

mittlerer Energieverlust des Targets

_ JdwhwS(K,w)  RKE

Ergebnis: (hw =
rgebnis: (Aw) [dos(Row Wi

Interpretation: Impulsiibertrag —hK auf das Target.

Fiir ein freies, das vor der Streuung in Ruhe ist, bedeutet dieser Impulsiibertrag einen Ener-
gielibertrag

h2K?
AE =
oM

Diese Riickstossenergie tritt als Energieverlust fiir das Neutron in Erscheinung. Das obige
Ergebnis gilt jedoch allgemein, d.h. unabhéngig von der Wechselwirkung der Targetatome
miteinander.

7.3 Die Korrelationsfunktion G(R,t)

zeitabhéngige Paardichte

—,

na(7, t57,0) = (3 67— B™(1))8(7 — B"(0)))r

Dies ist eine Verallgemeinerung der im vorigen Kapitel definierten Paardichte nq(7,7")

na(7,7) = (3 8(F — R™)3(#* — B"))p = na(7,0;7,0)

mn
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zeitabhiingige Korrelationsfunktion G(R, t)

S([?,w) _ /ﬁe—wti<z eiﬁﬁm(t)e—iﬁﬁ"(0)>T

I B 5 iRB B
= /2776 /dRe G(R,t)

Der dynamische Strukturfaktor ist die zeitliche und raumliche Fouriertransformation der Kor-
relationsfunktion G(R,t)

G(R,t) ist im allgemeinen nicht reell, da die Operatoren R™(t) und B"™(0) i.a. nicht ver-
tauschbar sind. Letzteres, d.h. die Vertauschbarkeit, gilt nur im klassischen Grenzfall. G(R,t)
kann dann in der folgenden Form geschrieben werden

leass(lféa t) = %(Z 5(-{:_é - (ﬁm(t) - ﬁn(o)))>T = Gltlass(“fé7 t)

Fiir den allgemeinen Fall folgt aus der Realitéit von S (I? W),
S(K,w) = S*(K,w) ,dass G(R,t) = G*(—R,—t) gilt.
Woraus im klassischen Grenzfall leass(ﬁ, t) = leass(—é, —t) folgt.

Aus der Beziehung des detailierten Gleichgewichts lésst sich eine interessante Relation zwi-
schen Real- und Imaginérteil der Korrelationsfunktion G(R,t) ableiten, die als Fluktuations-
Dissipationstheorem bekannt ist. Da G(R,t) die Fouriertransformierte von S(K,w) ist, gilt

5 iw dK —iKR 2
G(R,t) = /dwe t/(zﬂ)?)e KR S(K,w)
e—BhwS(—K —w)

= /dwei“’(tﬂhﬁ)/%e_ikés(—fa —w)

. K' s o
_ /dw/e—zw (t+ihp) / (Zﬂ-)?,eZK RS(K,,w/)

G(—R,—t—ihp)

Mit Hilfe des Zeittranslationsoperator (f(t +7) = e f(t)) folgt daraus:
G(R,t) = €™ G(~R, —t) = ™ G*(R,1)
und

G-G = (1—emﬁf’t) G, G+G* = (1+emﬁf’t) G
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2% 014 eihBor 2
N—— ~
Im G(R,t) Re G(R,t)

G-G* 11—¢ho (1 +emﬁat) G

/

Ergebnis: Fluktuations-Dissipations Theorem
Im G(R,t) = —tan 7(2 Re G(R,t)

(Re G(R,t) beschreibt die Fluktuationen, Im G die Dissipation)

Bei der inkohérenten Neutronenstreuung bendétigt man den inkohéirenten dynamischen Struk-

turfaktor Sink (K, w)

d’o ke = -
deQ kl (a a )Slnk( ,UJ)

- U [t o e g
mit Sink(K7w):N\/%6_lwt<e7’KR (t)e—zKR (O)>

Er hiingt offenbar nur von der Selbstkorrelation der Atome ab und ist die Fouriertransformierte
der Selbstkorrelationsfunktion G5(R,t)

- dt ) R o
Sink(K7w) = / % e ! / dR, €ZKRGS(R7 t)

mit Gy(R, 1) = % /d?(Z 57+ R — B (0)5(F — B™(0)))

Da auch Sink(ﬁ ,w) die Bedingung des detailierten Gleichgweichts erfiillt, gilt obiges Fluktuations-
Dissipations Theorem auch fiir den Real- und Imaginérteil von G4(R,t).
Gs(R,t) ist immer normiert:

/ ABGLBt) =1, Gu(B.0)=d(R)

—

Da im klassischen Grenzfall G4(R,t) positiv ist,
D 1 D DM pMm
Gs(R,t) = NQ: o(R— (R™(t) — E™(0)))) = 0

kann man G in diesem Limes als Wahrscheinlichkeitsdichte interpretieren, dass ein Teilchen
im Zeitintervall ¢t genau den Weg R zuriickgelegt hat.

7.4 Elastische Streuung und Debye-Waller-Faktor

Nach Kapitel 7.2a ist die elastische Streuung gegeben durch

<Z ei[?ﬁm>T

m

Ao
dQdw

— NSt (K)5(w) mit Suppet () :%

elast.
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Kristall : kleine Schwingungen 4" um Gleichgewichtslage ]5:87’

<eu€ém>T _ (KRy (eiﬁam>T . AKERT W

Der so definierte Debye-Waller Faktor e~z ist fiir Bravaisgitter unabhingig von 7 und reell
wegen der Inversionssymmetrie. Fiir die elastische Streuung erh&lt man daher:

2
Z KRy

m

Ao
dQdw

— Na2e We So(K) mit So(K) = %

Bis auf den Faktor e 2" erhilt man das gleiche Ergebnis wie beim starren idealen Git-
ter. Die thermische Ausdehnung, die auf anharmonische Prozessen beruhten, fiihrt zu einer
T-abhingigen Verschiebung der Braggreflexe. Infolge der thermischen Bewegung wird die In-
tensitit der Braggreflexe reduziert um den Debye-Waller Faktor e 2"z .

Entwicklung fiir kleine :

W~ iKi PSR 1 = 1 =, 1 =g
e Wi = (B8 =14+ i(Ki) — 5((Ku)2> —zi((Ru)?’} + a((Ru)‘l} + ...

Wegen der Inversionssymmetrie verschwinden die ungeraden Glieder und man erhélt fiir kleine
Ku

e Wr>=1— %((}?gﬂT ~ o~ 3 (Kd))r
Ohne Beweis weisen wir darauf hin, dass das Ergebnis
e_Wﬂ — e_%<(ﬁﬁ)2>T

exakt giiltig ist im Rahmen der harmonischen N#herung, also auch fiir groffe Werte von
(K@)*)7.
Der Debye-Waller Faktor wird also bestimmt durch das Auslenkungsquadrat in Richtung des
K-Vektors. Fiir kubische Symmetrie gilt
. 1. 1 -
(K)?) = gK2<ﬁ?> , dh. W= —6K2<U2>
Wie im folgenden Kapitel gezeigt wird, ist das thermische Auslenkungsquadrat gegeben durch

@)y =3 / dw ;Z))QZ(w)

wobei Z(w) das Frequenzspektrum darstellt ([ dw Z(w) = 1).
Fiir hohe Temperaturen kT > hwp gilt daher

(@) =35 () mit ()= [ dw52(0)

w w?

wihrend die Nullpunktschwankungen fiir T' = 0 gegeben sind durch

h 1 1 1
(i) = 350 -(2) mit (1) = /dw L 7(w)
Zum Beispiel erhélt man fiir ein Debyespektrum
92T, fir kT > hwp = kOp w? w < wp
@y=3 4 5 B kO ; Zp(w) = wh o

Bei der Debyetemperatur sind die thermischen Auslenkungsquadrate um etwa einen Faktor
4 grofler als bei T'= 0.
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Beispiel: Debye-Waller Faktor von Al (©p ~ 400K) <h1/R = h;]{f).

13 | p b
.‘m‘ g
AL A ™ |
/ 03
| - [
L > = Mk I
S i &1 R A
=0 = —— 7= BOK[74C07) | : r=3nnx~7tr_aan 1' |
L —— I= BOKI[E5Ei2] j \ !
. —— 1 =300K 16567 2] - i y g ‘x
l \ P \\
_-"‘ 1
5 00 m 30 W6 K 500 6 3 L 3 8 THz W

r

¥
. . . Fig, 4. Al Phonoo spectruim at 80 K and 300 K calculated
Fig. 7. A]':r)ebw'wa.n“ exponent 2 W divided by the recoil from sighth neighbour Bara-von Karman medels fitted to
frequency of the fres an, v, caleulated from the spectma of e “constants and symmetry phomons (Tabie3 Al
Figs. 3 Al-and 4 Al (85Gi2))

7.5 Inelastische Phononenstreuung

Inelastischer Wirkungsquerschnitt

k m _‘_‘n N m N n
:k_fa2/_ —zth{ iKR —KR (0)>T_<61KR >T<6—2KR >T}

Ao
dQdw

inelast

kleine Schwingungen im Kristall: B™(t) = R 4+ @™ (t)

k dt i iK (R —Rj iKam (t) ,—Ka" iKamy g —iKa"
:k;_fa2/%e t;eK(RO RO){<6K (t) =K (0)>T<6K V(e R >T}

Ao
dQdw

inelast
Entwicklung fiir kleine K@™ bzw. Ka"

R 1 (o= KT p = (R (H) K" (0)) 7

da lineare Glieder (K@™) und die quadratischen Glieder ((K@™)2) sich wegheben.

Also:

d*o _ Ky o2 R@ET-RD [ A i, %
TCHKA™ () Ka" (0
ol I S S [ e R ORTO)r
In dieser sogenannten Ein-Phonon-N#herung wir die inelastische Streuung durch die Kor-
relationsfunktion der Auslenkungen (u"(t)u}(0))7 bestimmt, bzw. durch die zeitliche und
rdumliche Fouriertransformatierte dieser Korrelationen. Diese werden im folgenden berechnet

(ganz analog zum linearen Oszillator (x(t)c(0))). Wie bereits besprochen, zerlegen wir die
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Auslenkungen u}"(t) = vV M™s*(t) nach Eigenfunktionen s!"(a) der dynamischen Matrix D
mit den Eigenwerten w?.

™) — s™(t) = ! s«
U; (t)_\/m z(t) \/W%:Aa(t)z()

Die Normalkoordinaten A, (t) beschreiben die Freiheitsgrade der entkoppelten, unabhéngigen
Oszillatoren. Wir zerlegen A, (t) nach Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren

aa(t) = ag(0)e™™ und ay + (t)ag + (t)eTwa®

m 1 h — 1w, W m
wt(t) = \/WZ \/ o (ae ™" + aq + ") s7 (@) , aa = aqa(0)

Damit erhélt man fiir die Korrelationsfunktion: da v (0) = u;'”(()) ist, kann man o.E.d.A.

s (a) und s7*(a) ersetzen.

72 1/2
w0 = @550 (g ) (o + aera + )

Wegen (aqag)r = 0<a;‘ag>T und (afag) = dapn(wa), <aaa§> = 5a5+<agaa> = dap(1+n(wa))
erhélt man schlieflich

(@5 O)r =3 %) T ()™ + () + D7)

Die zeitliche Fouriertransformation ergibt

/ ;lfr e (™ Z \/%X) Qz < n(wa)d(w — wa) + (n(wa) +1)6(w + w@)

~~

Energiegewinn Energieverlust

Der erste Term entpsricht einem Energiegewinn Ep, — Er = hiw, > 0 des Neutrons bei der
Streuung, der zweite Term einen Energieverlust Ep, — Ef = —hw, < 0.
Im folgenden beschrinken wir uns auf Bravaisgitter

Nach Ausfithrung der Fourierreihe (ﬁgﬁ

LZZ(KJC Z‘SK F— &)

VBz “—
m
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kann die Integration iiber k ausgefiihrt werden. man erhélt nur Beitrége fiir solche k= 7 in
der 1. BZ., die die Bedingung K- Kh = ¢, ¢ in 1. BZ. erfiillen. Das endgiiltige Ergebnis
lautet:

oo 2
2o by b S [EP@)
dQw || pronon ki 2M — (9

{n(Qg5)0(w — Qgr) + (1) + 1)0(w + Qg5 }

I (w)

In der w — K Ebene erhélt man fiir die 1-Phononen-Streuung d-Funktionsartige Intensitéten
langs den Phononenlinien w = £0,(¢).

Dabei haben die Energiegewinnprozesse einen thermischen Faktor n(€g,), so dass sie bei tie-
fen Temperaturen verschwinden, wéhrend die Energieverlustprozesse den Faktor (n(2g,)+1)
enthalten und daher auch bei tiefen Temperaturen, sozusagen “spontan“, moglich sind. Bei
hohen Temperaturen sind beide gleich. Die Intensitdt der 1-Phonon-Linien ist am grofiten
(divergiert) in der Niihe von Braggreflexen (K = K" + ¢~ K"), da dort Q,(7) — 0 strebt.
Am Ursprung (I? = ¢~ 0) ist die Intensitéit immer endlich.

Mehrphononenprozesse zeigen keine ausgepragte Struktur im w — K Raum. Die §-Funktions-
artigen Beitridge der 1-Phonon-Streuung lassen sich daher auch bei starken Mehrphononen-
beitridgen leicht identifizieren.

Phononendispersionskurven, die auf diese Art gewonnen werden, sind schon im Kapitel “Pho-
nonen in 3D-Gittern“ vorgestellt worden.
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Inkohé&rente 1-Phononstreuung : Fiir die inkohérente Streuung ist nur die Selbstkorrelation
((Kim(t))Kim(0))r ausschlaggebend

inkoh

Ao
dQdw

= p@ - [ e R R O)r

1-Phonon kl

— %(cﬁ —a?) Z ‘I?Em(a)‘Q % (n(wa)d(w — wq) + (n(wa) + 1)0(w + wq))

v m,o

Dieser Ausdruck ist sehr verwandt mit der in Kapitel “Kleine Schwingungen eines Clusters®
eingefiihrten Zustandsdichte. Fiir ein Bravaisgitter erhélt man

2 inkoh ke - 7 .
o [y el [ ) e
dQw || pronon  Fi 2M w n(lw])+1 fir w<0
Berticksichtig man, dass n(w) = —1(—w) — 1, so kann man dies auch schreiben als (fiir w > 0
oder < 0):
a2 |t kg, - h n(w)
=-1(a2-a%)=——NK*Z
dSddw 1-Phonon ki (a ‘ )2M (‘w’)

Mittels inkohdrenter Neutronenstreuung kann man direkt das Spektrum Z(|w|) messen. Lei-
der ist dies nur fiir wenige Substanzen moglich.

Beispiel: Vanadium 7 = 0.008

urhs_a.\f [ ! ] ‘—]

uniis| F=Z48K “

T omosela | \

I 3 i i S inkohérente

3 E‘\ \‘\ Neutronenstreuung
=9

? /}{ \\\)[-’-’w ) I

=

[ ==

-
b
———

berechnetes Spektrum aus
Kopplungsparameter

{
::r?,l

g _'é 3 modellen, die aus thermisch
3D " 1 1 diffuser Rontgenstreuung
s . bestimmt wurden
uitst  mogel B
& l h —]
3 P i
l A A
E A
o "' | B dashed curve
wﬁj } Fig.2a,b. V. Phopon gpectrum at 296 K (dashed <
\\ :ncoherent neutron acattering [67Pail), Rall cupver :.peu:trumf
1 "7 N calculated from the Bora-von Karmad farce constants o
= \ X Tahle 2 V. 2) model A, by model B {70C03 I
g p —
i]

1 ? L 5 Hz § 124
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Rontgen- und Elektronenstreuung:
Man misst i.a. den energieintegrierten Wirkungsquerschnitt. Wegen k; = ky gilt

o 2
2 : _|EP (@
= /dwdcflldw = aQ:—M ZU: T‘Jj‘ (2n(Q(q)) +1)

SN 2
P ‘KP"(@)‘
M2 0,9

do
dQ

1 Phonon

~

a kT fir T > Op

Diese sogenannte thermisch diffuse Streuung ist fiir hohe Temperaturen proportional zu

kT und divergiert in der Nihe von Braggreflexen wie <. Auch sie erlaubt im Prinzip eine

Bestimmung der Phononendispersion. Allerdings sind hier explizite Korrekturen fiir Mehr-
phononenbeitrige wichtig.

Literatur zur Neutronenstreuung :

W. Marschall, S.W. Lovesey, Theory of Thermal neutron Scattering (Clarendon Press, Oxford
1971)

S.W. Lovesey, Theorey of Neutron Scattering frome Condensed Matter, Voll, Vol2 (Magnetic
Scattering) Clarendon Press, Oxford 1984



Kapitel 8

Thermische Eigenschaften und
anharmonische Effekte

8.1 Exkurs iiber die freie Energie

Die freie Energie F(T,V,N) von Gasen und Fliissigkeiten hingt von den “natiirlichen“ Va-
riablen Temperatur 7', Volumen V und Teilchenzahl N ab. Im folgenden wird N als konstant
angenommen und diese Abhéngigkeit nicht weiter diskutiert. Die differentielle Anderung dF
ist gegeben durch

dF = —SdT — pdV

ll p S =Entropie, p =Druck

—pdV ist die am Sy-
stem geleistet isotherme

e Arbeit
oF(T,V oF
S = — 7( ’ ) s p = - —
oT v ov |p
Die zweite Gleichung p(T,V) = — g—f; o bezichnet man als thermische Zustandsgleichung

, da sie bei bekanntem F(T,V) den Druck p = p(T,V) als Funktion von Temperatur und
Volumen liefert.

Die innere Energie E = F + T'S liefert den Zugang zu den kalorischen Eigenschaften (d.h.
spezifische Wérme)

oF

E(T.V) =F(T.V) =T =

\%4

Die spezifische Warme cy (T') bei konstantem Volumen ist gegeben durch

2
_OE| _ ., F| __9S

= a7 y = 972 ; Ea kalorische Zustandsgleichung

|4

cv(T)

113
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andere 2. Ableitungen von F(T,V):
isotherme Kompressibilitét :

2
k= -V S_XZ; . =V % . 2. Ableitungen nach V
thermische Ausdehnung :

o = 1 oV

= — =

vV or|,
op Op O*F O*F

dp(T = —| dlI'+ | dV =— dl — d
P(TV) = gr| TH 57| V= —gvar® ~ gin?V

Im Fall dp = 0 erhélt man fiir die thermische Ausdehnung

1 9°F | 0°F
ap = _V({;?/W/% gemischte 2. Abl. von F

Bei einem Kristall entspricht der Vorgabe des Volumens V' die Vorgabe einer bestimmtem
Kristallstruktur, die durch die Matrix A;; bestimmt ist, beziehungsweise die Vorgabe einer
homogenen Verformung ¢;;. Die am Kristall geleistete Arbeit ist dann gegeben durch

0A = /dFZ 0i;(7)be (r) =V Z 0;;0e;; fiir homogene Verform. e;;
7 ij ij

0A

/dKi(Sl_[: Z/dFjUij(sui
F U F

B = /‘d’F’Z@,«J (O‘Z](SUZ) = /dFZUZJ 5(8]’LLZ)
— dF oo -

(da div o = 0)

Bei einer reinen Kompression ist o;; = —pd;;. Ferner ist V') de;; die Volumenénderung 6V,

7
so dass sich in diesem Fall das vertraute Ergebnis §A = —pdV ergibt.
Die statistische Mechanik erlaubt die Berechnung der freien Energie F' aus den mikroskopi-
schen Wechselwirkungen der Teilchen. Das zentrale Ergebnis ist

FT,V)=—-kT'InZ(T,V) , Z = kanonische Zustandssumme bzw. -integral

Bei klassischer Mechanik ergibt sich die Zusatndssumme Z als ein Integral {iber den 6N-
dimensionalen I'-Raum.

z= [averm —zav) (5= )

dl = d7....dF ndph...dpy
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N -2
— Pi 7 = —
H = ; oar, T 2L ) + Pwana(V) = H(V)
“Wandpotential definiert Volumen V' (z.B. Kasten mit unendlich hohen Wénden)
dr
W (7.7, P1...px )dD = e—ﬂH7
Wahrscheinlichkeitsverteilungsfunktion fiir Orte 77...7/x und Impulse p7...pN.

In der Quantentheorie ist die Zustandssumme eine Summe iiber alle Eigenzusténde |«)
des Hamiltonoperators

Z(T,V) = Z e BE(V) = Spur e BH(V)

Eigenwerte von H: H|a) = E,|a)

Fiir die innere Energie E = Fr ‘g—g!v erhélt man mit obigem Ergebnis fiir F' = —kT InZ

E=kT?0rnZ(T,V) = —-03InZ kaler. Zustandsgleichung
[dT'H E_ZﬁH klassische Mechanik
E=(H)= “BH :
Spur H<— Quantenmechanik

Die statistische Mechanik liefert die innere Energie als den Erwartungswert der Hamilton-
funktion iiber ein kanonisches Ensemble.
spezifische Wirme cy :

_OE|  oH)| 1 9 9
CV(T)_a_TV_a—T‘V_W {<H>_<H>}
Energieschankung
thermische Zustandsgleichung:
oF 0 1 [0H OH
=— | = ZkThZ=—= [ e Pl = — (=
P="%v|,~ v ™" Z) v v

8.2 Freie Energie des harmonischen Festkorpers

Bei der harmonischen Néherung gehen wir aus vom Minimum der potentiellen Energie ®. Die
Gitterstruktur, die durch die Matrix A;; beschrieben ist, wird im Gleichgewicht bestimmt
durch die Forderung, dass die Energie Ez(A) pro Einheitszelle minimal ist.

04,;E7(A) =0

Die so erhaltene Gittermatrix Ag ist unabhéngig von der Temperatur. Zur Beschreibung klei-
ner Verschiebungen @™ aus den n Gleichgewichtslagen ﬁgﬁ = Ay -m entwickeln wir in harmo-
nischer Niherung die potentielle Energie bis zu quadratischen Glieder in @™. In symbolischer
Schreibweise erhalten wir mit der Matrix ®(?) der Kopplungsparameter zweiter Ordnung.

1
® =~ NEz(Ag) - 5q><2>(A0)zw
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Hier lassen wir aufler dynamischen Verschiebungen gy, auch statische Verschiebungen tgat
zu, die den Ubergang von der Gleichgewichtsstruktur Ay zu einer verformten Struktur A
beschreiben:

—

. . i S .
U = Udyn + Ustat , Uggat = ER() = (A — Ao)m

Die potentielle Energie ® ist additiv in beiden Komponenten

1 L 1 L
® = NEz(Ap) + 5'1)(2)(A0)ustatustat +§‘1’(2)(A0)Udynudyn

Deast (A)

da das gemischte Glied wegen der Transaltions- und Inversionssymmetrie verschwindet:

@(2)ﬁstatﬁdyn =0 ,da Z PN XP = Z (I)gﬁ—ﬁ)X}j =0
n n

wegen Zq)g-l) =0 und Zq)g-l)Xh =
h h

Der Hamiltonoperator H besteht dann aus der elastischen Energie ®¢,st(A) und einem Ha-
miltonoperator H, fiir die Schwingungen, der unabhéngig von der Verformung A — Ay ist.

. 1 L
H= @elast(A) + Hy mit Hy, = Hkinetisch + 5(1’(2) (AO)udynudyn

Fir die freie Energie F'(T, A) des Kristalls erhélt man in harmonischer Naherung

F = —kT'In Spur e P#

F(T,A) = ®gast(A) — kT In Spur e s
= Felast(A) + FS(T)

Fiir einen ideal harmonischen Festkorper separiert also die freie Energie in einen elastischen
Anteil Fyast(A), der unabhingig von der Temperatur ist, und in einem rein T-abhingigen
Schwingungsanteil Fg(T"). Da die gemischten 2. Ableitungen % verschwinden, bedingt
dies sofoert, dass ein solch harmonischer Kristall keine thermische Ausdehnung zeigt.

Aus der thermischen Zustandsgleichung

O'":i oF _ 18Felast ZC c
K %4 862']' T V 862] LG

folgt, dass die mechanischen Eigenschaften, insbesondere die elastischen Konstanten c¢;;;, un-
abhéngig von der Temperatur sind.

Die Gleichgewichtsbedingung (spannungsfreier Zustand o;; = 0) ist 5z— = 0 bzw. 553~ = 0.
Wegen aaTIj = 835‘13]“ ist dies identisch mit dem Minimum der potentlellen Energie. Wle im

Kapitel “Gitter im Gleichgewicht* angenommen, kann die Gleichgewichtsstruktur in der har-
monischen Niherung aus dem Minimum der potentiellen Engerie (anstelle der freiem Energie)
berechnet werden.

Die kalorischen Eigenschaften sind unabhingig von A bzw. der Deformation ¢;;. Die innere
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Energie E(T, A) separiert ebenso wie F'(T, A) in einem elastischen und einen 7T-abhéngigen
Beitrag:

E(T,A)=F-T g—i = Bopast(A) + Fy — T%Z;f
A H—/

Eelast(A) FEs (T)

Der Schwingungsanteil E4(T) ist bereits von uns berechnet worden
E(T) = /dw Z(w)e(w,T) = 3N/dw Z(w)e(w,T)

| ho  he KT fiir kT > hw
mit e(w,T) = — + Tl ® O fiir kT < hw

9 w1 L
und Z(w) =3NZ(w) , /Z(w)dw =1 Schwingungsspektrum

Analog kann man auch den Schwingungsanteil der freien Energie berechnen

Fy(T) = 3N/dw Z(w)p(w,T) mit (w,T) = % - %m (1 - e—ﬁﬁw)

Dies folgt aus e(w,T) = ¢ — Tg—:“ﬁ (in Analogie zu £ = F — T‘g—g).
Die spezifische Wéarme

OF

_O0E| _ dE,(T)
= o5| =

cv

ist unabhéngig von A bzw. dem Volumen V. Deswegen sind ¢, und cy identisch. Die spezifische
Waérme ist allein durch das Schwingungsspektrum bzw. die Kopplungsparameter <I>(2)(A0)
bestimmt.

~ 1 (hw)?
hohe Temperaturen : e(w,T") = kT {1 + 5 ()" + }

E(T) = 3N/de(w)kT{1+1—12 <%>2+}

1 h2w?
NET 14+ ——* 4 .
SN { bt + }

1

- 1 1
mit w? = 3N Z Wq);?m = w? Einsteinfrequenz
mi

1 (hwg\?  RBiwt
3N]€{1—E<W> +W—+...

tiefe Temperaturen : nur kleine Frequenzen wichtig

1%

(T)

N

Z(w) = 35—3 (Debyespektrum)
D
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Ey(T) = +3N/dw mm - . hwp=kOp
~850
“D
7t (KT)* T mt
~ B, N— ~.d de = —
0)+3NFre, 7 8 /el’—lx 15
At /T \?
T) = 3N—
e(T) 3 : k<@D>

mittlere Temperaturen : Hier fithrt man meist das Debyespektrum mit einer Temperatu-
rabhingigen Debyetemperatur © p(7T') ein, die so bestimmt wird, dass man die richtige spezi-
fische Warme erhélt, d.h.

- hw
/Z(”)de = /dw Zp(w,Op (1)) —pomr—

B
cal : % [ o J
K mole Ag W |
b
, b
] i i [
A i
3 l N theory i
: } s expt [31Eut]
| | [
{ 10 B 96 126 150 180 20 K 240

[ —

Fig. 7. Ag. Specific heat C, calculated from the 3rd neighbour Born-v. Karman
model by [72D11] compared with experimental valyes.
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col 1 [:
T U
Kmole ad o

|7
s o ¢y expt [60Mo 1)

» cp expl (416§ 1]

a oy expt §65P0 1]
2 ' —y BYK [70Mi 1]
———cy BvK [ 71 Mi 1]

| !

] 208 L0o 500 800 ¥ 1000
r
Fig. 8. Cu. Specific heat, calculated to lowest order m the
phonen anharmonicity { C,, specific heal af constaint pressure,
C, to1al lattice specific heat, ¢, harmonic laltice specific
heat} according to [71Mil].

(Abweichung vom klassischen Wert I?Cm“lo ; fiir hohe Temperaturen auf Grund anharmonischer
Prozesse)
350 7
. B Cu |
*0 % o expt. (80 Mo 1] |
« expt. (61 Fr 1] 30
W a expt (B4 AR 1} (o, Ag .
& Y oo .
32n ® L \k ouc i o ¢ aQ -]
e [N °
e s
10 e ——— theory
g A 200 o expt[3Eut)
W | 100 T 2pi 1['56Mu 1
l A0 100 150 ALl 50 K 300 a il & 90 120 B0 K %t
7 r
Fig. 7. Cu. Comparison of the calculated Debye tempera- Fig 5. Ag. Debye temperatures @y, calculated from the 3nd
tures B4(7T) with experiments. Curve A and B refer to the neighbour Born-von Karman model by [72Drl] compared
spectra for 49 K and 298 K [67Nil]. Curve C represents the with experimental values.

results for the 80 K general force constant model [73Ni1].

Die Kurve ©p(T) ist sehr viel empfindlicher auf Details des Spektrums als ¢y (T').

8.3 Anharmonische Effekte - Eine Ubersicht

Die harmonische Niherung basiert auf der Annahme kleiner Auslenkungen @™ aus den Gleich-
gewichtslagen R™ und der Vernachlassigung der Glieder @3 und ®4 in der potentiellen Energie.
Da fiir fast alle Festkorper wesentlich unterhalb des Schmelzpunktes die thermischen Auslen-
kungen in der Tat sehr klein sind, wiirde man erwarten, dass anharmonische Effekte nur kleine
Korrekturen zu den harmonisch berechneten Groflen darstellen und qualitativ nicht wichtig
sind. Dies ist auch fiir viele physikalische Grofien der Fall. Andererseits gibt es aber eine gan-
ze Reihe von Eigenschaften, die nur durch anharmonische Terme in der potentiellen Energie
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induziert werden, und die kein Analogon in der harmonischen Theorie haben. Im folgenden
geben wir eine Ubersicht iiber anharmonische Effekte.

A. Gleichgewichtseigenschaften

spezifische Wérmre ¢(7T') : Auf Grund von ®3 und ®4-Gliedern gibt es fiir hohe Temperatu-
ren Abweichungen vom Dulong-Petit’schen Gesetz ¢(T') = 3Nk, die in niedrigster Ordnung
proportional zu 7" sind (siehe ¢(T") fiir Cu im letzten Abschnitt)

thermische Ausdehnung : Dies ist wohl der wichtigste anharmonische Effekt. Fiir hohe Tem-
peraturen ergibt sich eine thermische Dehnung proportional zur Temperatur T'.

z—:f? ~T Y = a;; Ausdehnungskoeffizienten
Fiir kubische Kristalle ist a;; = ad;; diagonal. Die thermische Ausdehnung bedingt auch den

Unterschied der spezifischen Wiarme bei konstantem Druck und Volumen. Fiir Fliissigkeiten
und kubische Kristalle gilt:

1
cp—cV:TVa2/1T mit a:—a—v , ;{T:_Vg_‘z;
P T

Da die Kompressibilitdt sz > 0 ist, gilt immer ¢, > cy.

Elastische Konstanten : Die elastischen Konstanten c;jr (7)) werden Temperaturabhéngig.
Analog zur spezifischen Wérme gibt es einen Unterschied zwischen isothermen (7" =konstant)
und adiabatischen (S =konstant) elastischen Konstanten. Fiir die Kompressionsmodule r4
und kr gilt z.B.

9p
ks Vs ¢
KT Op ‘ cy

Diese Effekte werden im néchsten Kapitel im Rahmen einer Stérungstheorie fiir die freie Ener-
gie besprochen.

B. Dynamische Effekte

In der harmonischen Theorie sind die Gitterschwingungen stationére Zustdnde. Auf Grund an-
harmonischer Potential wir ddie Lebensdauer endlich. Dies duflert sich z.B. in einer Dampfung
von Schallwellen und in einer endlichen Linienbreite der bei 1-Phonon-Streuung beoachteten
Dispersion. Die d-Funktion d(w — Q(go)) muss ersetzt werden durch:

Im — —

Tw—Q(Go) — A(Go) —il(go) 7 (w—Q(Go)) — A(Go))* + (T(Go))?

1 1 1 I'(qo)
(

Dabei ist ﬁ die Lebensdauer eines Phonons go und §(go) ist die Frequenzverschiebung.

Beide Groflen sind temperaturabhéngig und héngen i.a. auch explizit von der Frequenz ab.
Das anharmonische ®3-Potential (Késtchen) kann folgende Prozesse induzieren:
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B
q Jo

i o 7'o" w7

AVAVAVAVAVAV =i m [NAVAVAVAVAVAV 2

%M“Miw mﬂﬁﬂw wm@MA

qo’
a) Phonon ¢o zerfillt in b) 2 Phononen zerfallen ¢) 3 Phononen  d) 3 Phononen
2 Phononen ¢'o’, ¢"o” in 1 Phonon zerfallen werden erzeugt

Bei diesen Prozessen gibt es zwei Auswahlregeln: Energierhaltung und Erhaltung des Quasi-
impulses (fiir ideale Kristalle). Fiir Prozess a) bedeutet dies

Wis = Wi +wiror (=7 +§ + K"
Prozesse mit K" # 0 heiflen Normalprozesse, Kh # 0 Umklappprozesse. Auf Grund des

Energiesatzes sind die Prozesse ¢) und d) verboten.
Analog erhilt man durch das anharmonische ®4-Potential (wieder Késtchen):

—l/ /l

(fO‘ M %‘ M q—m o
—// o

W%W;P L AVAVAVAVAVAV. 2
—m " M % q_" "5
1 Phonon — 3 Phononen 2—2 3—1

Bei einer Entwicklung von A(go) und T'(¢o)

nach Potenzen von ®3 und ®4 erhélt man nur

einen linearen Term A ~ &4, den man als go 7o’
Vorwértsstreuung interpretieren kann und der %

nicht zu einer Dampfung fithrt. Der fithrende M
Beitrag zur Linienbreite I'(go) ~ (®3)? ist o
proportional zu (®3)? und entspricht den 3- M %
Phononenprozessen a) und b). Einen #dhnlichen T

Beitrag erhélt man fiir die Frequenzverschiebung;:
A(qo) ~ @4 + (D3)?

C. Transporteigenschaften

Da in der harmonischen Theorie eine Phonon nichtgestreut wird, kann man sich Wellenpa-
kete aus Phononen mit Wellenvektoren [7,dq] bauen, die die Energie 7(go) mit der Grup-
pengeschwindigkeit ? ungestort quer durch den Kristall transportieren. Der harmonische
Festkorper hat also eine unendliche Warmeleitfahigkeit. Die Streuung der Phononen z.B.
durch die @3 und ®4 Potentiale bewirkt also die endliche W drmeleitfihigkeit von Festkorpern.
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Sehr wichtig ist hjer die Unterscheidung zwischen Umklapp- und Normalprozessen. Bei Nor-
malprozessen (I? h = 0) ist der Gesamtimpuls eine ErhaltungsgréBe. Da im Gleichgewicht
wegen Q,(q) = Q,(—¢) der Gesamtimpuls verschwindet, kann eine anfiingliche Phononenver-
teilung mit einem endlichen Gesamtimpuls nur infolge von Umklappprozessen ins Gleichg-
weicht relaxieren. Die Umklappprozesse bestimmen daher die endliche Wiarmeleitfahigkeit.
Bei tiefen Temperaturen werden diese Prozesse jedoch mehr und mehr eingefroren, da nur
Phononen mit kleinen Wellenvektoren ¢ ~ 0 im Kristall vorhanden sind, so dass nur die
Normalprozesse iibrig bleiben, was sich in einem starken Anwachsen der Warmeleitfahigkeit
duflert. In realen Kristallen wird diese limitiert durch die Phononenstreuung an Defekten und
an Oberflachen.

Diese Betrachtung sind nur wichtig fiir Isolatoren. Bei Metallen ist die elektronische
Wirmeleitfahigkeit wesentlich grofler als die des Gitters und daher der dominierende Pro-
zess.

Wir werden die Transporteigenschaften hier nicht weiter behandeln, da die Theorie relativ
kompliziert ist.

Watt
JI'u(r.‘i'\'r-gr*:.ld}

021
D.I -

- — N W

12 020 100 200 1000%

Fig. 60. Wirmeleitfihigkeit von LiF als Funktion der Temperatur nach Messungen von R. Q.
Pohl et.al., Elementary Excitations and their Interactions in Solids, Nato Adv. Study Inst.,
Cottina d’Ampezzo (1966). Bei tiefen Temperaturen werden die Phononen an Oberflichen
gestreut {~ 7'3), bei hohen Temperaturen (T X 6p)) ist die Phonon-Phonon-Streuung wesent-
lich. Kurve I mit relativ wenig QOberflichenstrenung {etwa 0,725 cm Probendurchmeszer),
Kurve 11 mit viel Oberflichenstreuung (etwa 0,108 cm Probend urchmesser ).

0.02
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8.4 Quasiharmonische Niherung

Entwicklung der potentiellen Energie fiir kleine Auslenkungen @™ um die Gleichgewichtslagen
R = Fomi (der harmonischen Theorie).

1 1 1
® = By(Ag) + §<I>(2)(A0)UU+ §¢<3>(Ao)ﬁ**+ Z¢<4>(A0)aam+
Transformation dieser Entwicklung um die neuen Lagen
R™ =Ry +ali, = R + (A — Ag)m

eines statisch verformten Gitters.

Setze: @ = gat + S und entwickle nach Potenzen der thermischen Auslenkungen s. Das
richtige istas, das die thermische Ausdehnung beschreiben soll, wird durch Minimierung der
freien Energie bestimmt.

® = Dy(Ag) + ) (Ag)5+ %@(2)(A0)§§+ %@(3)(A0)§§§+ lq><4>(A0)§§§§’+

4!
mit
(I)O(A) = (I)O(AO) + %q)(z)(AO)ﬁstatﬁstat + %@(3)(A0)Ustatﬁstatﬁstat +
q)(l)(A) = (I)(z)(AO)Ustat + %@(3)(A0)ﬁstatﬁstat +
—_———

(a)

PA(A) = 0D(A)) + OO (A +

] @ (Ao)ﬁstat Ustat +

®)
2 (A) = (A +  OW(Ag)iga  +

©)
dW(A) = dW(Ay) +

Im folgenden nehmen wir nur die 1. nicht verschwindende Ordnung in den anharmonischen
Gliedern mit, vernachlissigen daher die Glieder (b) und (c). Das Glied (a) verschwindet wegen
der Translationsinvarianz und Inversionsymmetrie der KP’s

S @RI =0 da > 01" =0 und Y MR =0
~ —

7l R

®((A)5 ist daher ein anharmonisches Glied, vergleichbar mit ®(®)(A)5555.
quasiharmonischer Hamiltonoperator :

1
Hyp = ®o(A) + Hyn + §<I>(2)(A)§§

harmonischer Hamiltonoperator, dessen Kopplungsparameter von der Verformung (A — Ag)m
abhéngen!

1 1
H=Hqh+W mit W=2aW(A)7+ §@<3>(A0)§§§+ E<1><4>(Ao)§§§§
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Storungsrechnung fiir die freie Energie: H = Hy + Ah (nur klassisch, da Anharmonizitéten
besonders wichtig sind bei hohen Temperaturen, wenn die Auslenkungen grof3 werden)

F=—kTInZ(\) Z(\) = / dl e~ PHog=ABR

B Z'(0) A2 (Z"(0) Z'(0)Z'(0)
F = —kTInZ(0) — kT 70 ST < 70 ~ 220 ) f ..

F =Fy+ Ah)o — %25 ((h*)o — (hYo(h)o) + ...

- dl’ Xe—PBHo
mit (X)o = ffdl“—ﬁH

F = gt (W) — 5 ((W2)gn — (W)gn (W)

1 . -
(W)an = ;0 (A0)(5555) . da (S)gn und (355)gn = 0

1 o . . 2
<W2>qh ~ <<§(I)(3) (AO)SSS + (I)(g) (AO)ustatustat3> >

da (<I>(4))2 Term eine Groflenordnung kleiner ist.

Diese Terme sind nicht wichtig fiir die thermische Auslenkung und die Temperaturabhéngigkeit
der elastischen Konstanten. Hierfiir ist der fithrende Term proportional zu ®®) und in Fy
enthalten. Allerdings geben diese Terme den wichtigsten Beitrag fiir die spezifische Warme.

spezifische Wirme: c4(T) = =T g%F(A
1 s
(W)an = 550 (A0) (555 1 ~ (') ~ T°

1 o\2
W2 = (57 (09)(A0)355) Ygn ~ () ~ T°

oF,, 9?2 1
cam= ool T (W V)
——— - _

€0 (T) YanharmT'

spez. Warme der harm.  fijhrende anharmonische Kor-
Niaherung (nur statt yektur

A0—>A)

Thermische Eigenschaften : konnen in quasiharmonischer Naherung berechnet werden

1
Hyp = ®o(A) + Hyn + §<I>(2)(A)§§

th = Felast(A) + FS(T7 A)
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Foast(A) = ®9(A) elastische Energie
Fu(T, A) = 3N/dw ZA@)p(, T) mit Za(w) = 25 w—

Im Unterschied zur harmonischen Theorie héngen in der quasiharmonischen Naherung die
Frequenzen Qa(A) vonder Verformung ab.

thermische Ausdehnung :

0ZA(Q2

T
aew (0, T)

OFy
deij -0 VZ sz T 3N/

aus J

0Zy -1 . L dQ(ko)
= dk §'(w — Q(k
85”- 3VBZ za:/ (w ( U)) dEij

Zcz'jklfgzl V VBZ Z / dk:s Q. T)vij (k:a) thermische Spannung ath
kl

Griineisenparameter
p

mit ’)/ij(];;o‘) = dE
ij

Q;;

z—:t? = Z Sijkioy, therm. Ausdehnung

Kl
kubische Symmetrie: ot = 665 , 531 = Agth 8ij s f]h = 3%(531
Ad™ 1 dk - L a dQ
=it 2 [ oy 1), T) it A(fr) =~ T

hohe Temperaturen : €(Qp ,7T) ~ Rg—qj = AdP ~ T
ko

. Q-
niedere Temperaturen : € ~ —f= = Aath ~ konst

a(T)

Der harmonische Wert der Gitter-
konstanten kann nur durch Extra-
polation des Hochtemperaturverhal-
tens auf T' = 0 gewonnen werden.

e Gharmonisch
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thermische Ausdehnungskoeffizienten

dg%'l ' konstant fiir hohe T'
a 0 fiir tiefe T

;i (T) =

th

ij

Temperatur wie die innere Energie (~ Y [ dke(Q;_)) der harmonischen Theorie, und a;(T')
g

Falls die Griineisenparameter W(Ea) ~ v unabhingig von k und o sind, variiert €7} mit der

wie die harmonische spezifische Wirme, d.h. a;;(T) ~ T3 fiir T — oo.

a}al&}
04

408+

L0656+

404 -

tey o,

00 w0 600K T
Fig. 537. Gitterkonstante von Al als Funktion der Temperatur, nach Messungen von Wilson
Proc. physic. Soc. (Lond.) 53 {1941 235; $4 (1942) 487, (ausgezogen). Gestrichelt die finaare
Extrapoiation des Hochtemperaturverhaltens auf 7 = 0. Der extrapoligrte Wert bei T = 0 ist
der Wert der harmonischen Niherung,

99°

200 400 500 BOO®K T

Fig. SB. Thermische Ausdehnungskoeffizienten von ZnQ als Funktion der Temperatur nach
Messungen von H. Ibach phys. stat, solidi 33, 257 (1969), Bei sehr tiefen Temperaturen wird
& negativ! im aligemeinen ist bej kubischen Bravais-Kristallen & auch fiir 7=+0 positiv,
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Temperaturabhéngigkeit der elastischen Konstanten
1 0°Fy, 3N 0?Z 4 (w)
(T = ———2 = _/diﬂ,T
C]k’l( ) V8€ij8€kl C’L]kl + V W 8€ij8€kl SO( )
dk 1 0%y
0 ko
= L. Q_’ T
R %:Bé (2m)* Qp, 5e0e o)

1 89;{0 1 89;;0 8E(QEU’T)

_Z/ dk
v By (271')3 lea 8€ij QEU 85kl orT

Korrekturen sind ~ T fiir hohe Temperaturen und Konstanten fiir 7" — 0. Die harmonischen
Werte cgj i konnen nur durch Extrapolation von hohen Temperaturen berechnet werden.

:‘g
&
2
0] B s e
x
Ma-f\c:m_w‘
Qs+
I
0w s 20 300 K
N et gt e st
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‘5.5 1 |1 L] ] bl

0z 200 3 s TR
Fig. 5.8c. The same a8 #g, 5.60, bor lor Ag. The comiributica ©of many-bedy-lovees is large, owing to the
iagd, that “free ciectrons are present I & metai”



Kapitel 9

Schwingungen von Punktdefekten

9.1 Streuzustinde und lokalisierte Zustinde

Ein Puntkdefekt, z.B. ein substitutionelles Fremda-
tom, zerstort die Translationssymmetrie des idealen
Gitters. Z.B. ist die Masse M des Defektes i.a. ver-
schieden von der Masse M der Wirtsgitteratome.

Auch wird die Kopplung an die néchsten Nachbara- AL W
tome verschieden sein von der Kopplung der Wirts- — g
gitteratome untereinander (im Bild: Federkonstante f A B AL
statt fo im idealen Gitter). Im allgemeinen gilt daher f A M
ST = T N = M 4 (M~ M) Y
o § M

wobei ® und M die Kopplungskonstanten und Massen AN,
des idealen Gitters bezeichnen. chhtlg ist, dass die % %

Storungen gom” und AM™ = (M — M)éﬁ%o auf die mmmmmm AN
unmittelbare Umgebung des Defektes (am Gitterplatz §WV\M§WWW§ ?WM
0) lokalisiert sind. Wir beschrinken uns im folgenden

auf Defekte in Bravaisgittern.

Wegen der Storung der Translationssymmetrie sind die Eigenschwingungen nicht 1dnger ebene
Wellen. Vielmehr gehorcht eine Eigenschwingung u}"(w) der Frequenz w der Gleichung

D (R — MW ndig) wf(w) =0
tj
Zerlegt man ® und M in ungestorte und gestorte Anteile, so erhélt man

(q‘i - Mﬁ) (W) = —V()a(w)

mit Vi (w) = @} — (M — M)ds0070035
Fasst man formal die “Stérung” V (w)u(w) als eine Inhomogenitit auf, so ist die allgemeine
Losung i(w) die Summe einer Losung der homogenen Gleichung, falls fiir ein gegebenes w

eine solche Losung (w) existiert,

<<10> - MwQ) z‘?(w) =0

129
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und einer partiellen Losung zur Inhomogenitét —V (w)i(w), die mit Hilfe der Green’schen
Funktion des idealen Gitter
° 1
Gw) = -
® — M(w+ ie)?

erzeugt werden kann. Die allgemeine Losung #(w) gehorcht daher der Gleichung

o

i(w) = d(w) — Gw)V (W)id(w)

Fiir Frequenzen w im erlaubten Frequenzbereich, 0 < w < wpax, des idealen Gitters existieren

0, —
immer Losungen @°(w) der obigen homogenen Gleichung. Es sind dies ebene Wellen " (ko)
0 —

mit Frequenz w = w,(k),

- 1 o TEm o
@ (ko) = Pi(ko)e* B w = w, (k)

‘ VVBz

die an der Stérung V' (w) streuen und dabei eine Streuwelle —COT”VU hervorrufen. Den gesamten
Streuzustand ufn(ga) kann man daher mit den ko-Werten des einfallenden idealen Phonons
induzieren. o

Fiir Frequenzen w > wyax, der Maximalfrequenz des idealen Gitters, existieren keine Losungen

der homogenen Gleichung <<£ — ](\J/I w2> 11'0 = 0. Daher erhalten wir eine homogene Gleichugn

fiir die Losung (w) des gestorten Kristalls.
(W) = —G(w)V (@)T(w)

Diese hat nur Lésungen fiir diskrete Frequenzen wy, fiir die die Determinante verschwindet
det 1+C()¥(w)V(w) =0=w=w , =12 ..

Da die Stoérung V(w) auf den Defektbereich beschriankt ist und die ideale Green’sche
0

Funktion C()T‘Z(;?L_ﬁ)(w) fir Frequenzen w > wmpax exponentiell mit der Entfernung ab-
nimmt (Bsp. siehe Green’sche Funktin der linearen Kette), sind die so erhaltenen
lokalisierten Schwingungszustéinde auf den Defektbereich lokalisiert und fallen fiir grofle Ent-
fernungen exponentiell ab.

Fiir einen Kristall mit einem Punktdefekt besteht daher das Spektrum der erlaubten Schwin-

gungsfrequenzen aus einem kontinuierlichen Anteil 0 < w < u())max, der mit den Frequenzen
des idealen Kristalls iibereinstimmt, und aus den moglicherweise existierenden, diskreten Fre-
quenzen w; der lokalisierten Zustédnde.

Das Problem hat ein diskretes Analogon in der Quantentheorie: Die Figenzustéinde eines frei-

—

en Elektrons sind ebene Wellen e**" mit F = h;]ff > (. Bei Vorhandensein eines Potentials
V(7) mit endlicher Reichweite sind die Eigenzustédnde entweder Streuzustinde mit E > 0
oder gebundene Zusténde mit diskreten Energien E; < 0 (falls diese existieren.

Analog zur Quantentheorie kann man die Frequenzen der lokalisierten Zusténde durch Varia-

tion bestimmen (Ritz’sches Variationsverfahren). Betrachte den Ausdrcuk

=, (d, P
R{t} = ——=
{u} (7M7)

ISR
ISR
N~—

ISR
K
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als Funktional von @. Die Extremalbedingung 5R{1:j} = 0 liefert als Euler-Lagrange Gleichun-
gen des Variationsverfahrens

£

it
Miu =0 bzw. w2:(7’7]\/lu)

Die Quadrate der Eigenfrequenzen w sind also die Extrema von R{z:[} und daher unempfindlich
gegeniiber kleinen Auslenkungen §u des Eigenvektors. Insbesondere gilt

~~

(i, @)
$ig— "7
"7 @, M) (

)
S

R{i} < wiax
wobel wmax die maximale Frequenz d~es gestorten Gitters ist.

Dies zeigt man leicht, indem man « nach den exakten Eigenvektoren u, zerlegt: ®i, =
WEMiiy , U= Cylia
[e%

Y Chcawa (g, Mia) 3 w2|cy|?
«

B 2
R{cy} = = - — = <w
“ O%/ Chycar (g, Miig) %; lcar |2 fmax

Hier wurde die Normierungs- und Orthogonalitiatsbedingung fiir die i,
(U, Miiy) = (58,50) = 0ap mit 5,V M,

benutzt.

Durch geeignete Ansétze fiir @ kann man daher die Frequenz der hochsten lokalisierten Schwin-
gung von unten her abschétzen, d.h. eine untere Grenze angeben. Als einfachstes Beispiel
erlauben wir nur eine Auslenkung des Defektatoms und fixieren die Nachbaratome an den
idealen Gitterpléatzen. Dies fithrt auf die Einsteinfrequenz des Defektatoms, die i.a. Rich-
tungsabhéngig ist.

Beispiel :

Substitutioneller Defekt mit Masse M und né#chster Nachbarwechselwirkung (Federkonstante
f) im fec-Gitter

af o 2

M g wmax

W3 =

0
Maximalfrequenz des idealen fce-Gitters (mit Massen M und n.N. Federkonstanten fj)

0 8
2 = # (siehe Kapitel “Phononen in 3D Gittern®)
M
0
Falls also w% = % > Wl = %, liegt mit Sicherheit eine lokalisierte Schwingung mit einer
M

Frequenz w; > c«jmax vor.

Im allgemeinen erwarten wir daher lokalisierte Schwingungen, wenn entweder die Defektmasse
hinreichen klein ist (z.B. Wasserstoff- oder Sauerstoff in Metallen) und/oder die Kopplungs-
konstanten zu den néchsten Nachbarn hinreichend stark sind.
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9.2 Isotopendefekt als Beispiel

Das einfachste Beispiel fiir einenPunktdefekt ist ein substitutioneller Isotopendefekt. Da
das Isotop chemisch dquivalent zu den Gitteratomen ist, sind die Kopplungsparameter un-
verdndert, so dass die Storung V;7"(w) nur aus dem Massenanteil besteht.

szm(w) =—(M — &)w%moéﬁocﬁj , Isotop am Platz m = 0

Fiir lokalisierte Schwingungen gilt daher:
0

O(m) 0 2
= ZGij (M — M)w u;(w)
J

bzw.

i — GO\ (M - Mw?| =0

det ij

Fiir kubische Kristalle ist (%Z(.?) (w) = 51'3'(%21:) (w), so dass man erhélt:

1= GO W) (M — M)w?

Aus der Spektraldarstellung von G( )( )

(0 =
G B Z/VBZ w2

f 9(0) .. 0

olgt, da Gaz(w) fiir w > wWmax
reell und negativ ist, monoton
abfillt und fiir grofle w von un-
ten gegen den Wer 't — 45— strebt.

2
Qualitativ erhélt man d“éher das
nebenstehende Bild. Der Schnitt-

0
punkt von —G&‘Q (w) mit der Funk-
tion ———— liefert die Frequenz
(M—M)w?
der lokalisierten Schwingung. Eine

solche Losung ergibt sich nur, falls

1

0 0
~GQ (Wmax) > —————
(M - M)wlgnax

Fir ein fcc-Gitter mit néchster
Nachbarwechselwirkung fy bedeu-
tet dies, dass M < Miyitisch =
0, 76]\04 sein muss. Die Defektmas-
se muss also einen kritischen Wert unterschreiten, bevor ein lokalisierter Zustand entsteht.
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0 0
Fiir hohe Frequenzen w >> wpax kann man die Green’sche Funktion G(w) nach Potenzen von
w% entwicklen.

0 0 1 1 1 o 1 0
G(w):ReG(w): 0 0 = 0 Y @ 0 T oeee W>>wmax
d — Mw? Mw? Mw? Muw?

GO (w) = e — 0

Mw?  (Muw?)?

Aus der Bedingung fiir den lokalisierten Zustand des Isotopendefektes 1 = G( )( ) (M — M Jw?
erhilt man in dieser Ndherung

5(0) 0(0)
w2 _ Dy 1 M ~ (I
M

M

0

M

0 0
da w? > w2, gleichbedeutend mit m < M ist. Dies ist das Ergebnis der Einsteinnéherung.
Die Lokalisierung des Zustandes ist so stark, dass praktisch nur der Defekt schwingt, da die

0
schweren Gitteratome (Masse M > M) der schnellen Schwingung des leichten Defektes nicht
folgen konnen.

9.3 Green’sche Funktion des Defektes

Zur vollstédndigen Beschreibung des dynamischen Verhaltens des Defektes, z.B. des lokalen
Schwingungsspektrums, benétigt man die Green’sche Funktion G(w) des gestorten Systems.

1

(® - Mw2) G(w) =1 oder G(w)@ Mo T io)?

Mittels der Stérung V(w) = ¢ — AMw? kann man diese Gleichugn auch in der folgenden
Form schreiben

(<1°> - ](\)4w2) Gw) =1- V(w)GW)
woraus sich die Bedingung
Gw) = G(w) - GW)V ()G(w)
ergibt. Eine formale Losung dieser Gleichung gelingt durch die Einfiihrun der T-Matrix

G(w) = Gw) — G(W)T(W)G(w)
1 1
mit T(w) =V — = 7V
1-GV 1-VG

Wichtig ist, dass die T-Matrix Tm" nur im gestorten Gitterbereich um den Defekt verschieden
ist.

Besonders einfach ist der Fall eines Isotopendefektes. Fiir die Green’sche Funktion GZQJO (w) des
Isotops (am Ort m = 0) erhélt man in diesem Fall:

GOO G(O + Z G ( ) w2G2(])-(w)




134 KAPITEL 9. SCHWINGUNGEN VON PUNKTDEFEKTEN

. . .. %0) 20 00 . .
Bei kubischer Symmetrie ist Gij = G'z20;j, so dass Gy, (w) gegeben ist durch:
G0 (w) = GO W) + G (w) (M = M) w2Go (w)

1
1-G9w) (n - J\°4) W2

GO (w)

Gla(w) =

Damit ist die Green’sche Funktion G% (w) des Isotops nur durch das Element c%ﬁc?,? (w) der

idealen Green’schen Funktion bestimmt.
Die folgende Figur zeigt Ergebnisse von Rechnungen fiir Isotope in einem fce-Gitter mit einer
n.N. Federkonstanten fy. Aufgetragen ist die lokale Zustandsdichte des Isotops

QwM
Z4(w) = 2 m G (w)
T

0

0
und zwar fiir Isotopenmassen M = Y und M = %, zusammen mit der Zustandsdichte des

2
idealen Gitter (M = ]ff , gestrichelt). In beiden Féllen erhélt man aufler der lokalisierten
Mode noch einen Beitrag im Bereich der normalen Gitterfrequenzen. Da das Spektrum auf
1 normiert ist, ist die im Gitterbereich 0 < w < u(jmax fehlende Intensitét in der lokalosierten
Schwingung enthalten. Die Pfeile geben die Werte der Einsteinfrequenzen an, die eine untere
Grenze fiir die Frequenz der lokalisierten Schwingung darstellen. Weiterhin stimmen dies auch
mit dem Mittelwert des lokalen Schwingungsspektrums iiberein.

o 0
(W) = /dwwzzd(u}) = % = w?
= W)= =WE
0

2%t

M% M= ¢
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0
Im Fall schwerer Isotope (M > M) erwartet man vorwiegend niederfrequente Schwingungen,
da der Mittelwert des Spektrums zu niederen Frequenzen verschoben sein muss.

299

an":.u' :aie’i. ul U @
Ensten

Das obenstehende Bild zeigt Ergebnisse fiir schwere Isotope in einem fcc-Gitter mit néchster
Nachbar Wechselwirkung. Man erhélt Lorentzformige Spektren um eine Resonanzfrequenz,
die ndherungsweise durch die Einsteinfrequenz (Pfeile) gegeben ist. Wegen der relativ kleinen
Breite der Resonanz schwingt ein sehr schweres Isotop praktisch nur mit der Resonanzfre-
quenz. Es handelt sich jedoch nicht um einen lokalisierten Zustand, so dass die Schwingungs-
amplituden der ungebundenen Gitteratome nicht exponentiell mit dem Abstand fallen. Die
Breite der Resonanzkurve zeigt, dass dieser Zustand eine endliche Lebensdauer hat und nicht
stationére ist.

9.4 Ergebnisse von Mo6f3bauermessungen

Durch Mé8bauermessungen kann man sehr instruktive Informationen iiber die Dynamik von
Punktdefekten erhalten. Die Intensitét f(7') der Riickstoss-freien (“elastischen) Linie ist
bestimmt durch den Debye-Waller Faktor des Méfbauer-Fremdatoms (z.B. Fe®” in einer Cu-
Matrix)

- 1
((k - _’d)2>6/€2<ﬂ%> fiir kub. Sym.
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Dabei ist hk der auf den Kern iibertragenen Riickstoss. Das Auslenkungsquadrat (@2) des
Fremdatoms ist durch sein lokales Schwingungsspektrum z%(w) bestimmt

(i) =3 / duw 55\‘;;}? 24(w)
0

Durch Messung von f(T') erhélt man daher Information iiber das Schwingungsverhalten des
MoBbauerfremdatoms.

H1
o9 o,
oI 04z
o1l a0}
o5 0.1
57 -
st Fe” inCu ots
o4 0%
0.3 nz
LEALl)
Ol -
0.08
Iox] 1 1 L L ; ) 1 ) 1 | '
4] S0 K0 150 OO IO 300 IS0 400 45D 00 106
T[k]~
LR
an
Fig. 23, Debye-Waller T e T
factor £(T) of Fe® in T{x)—

Cu as measured by SACH-

Fig. 24. Debye-Waller factor F(T) for Aul%
DEW and TEWARY /5.17/ d ) for

in fu according to PRINCE et al. /5.14/. The
full lines refer to the Debye - WMaller factor
a5 calculated for an isatopic defect (f = f)
and for a strengthensd Au-Cu coupling

(f = 1.62f,.}

Durch Fit dieser Daten an berechnete Frequenzspektren z%(w) kann man effektive Feder-
konstanten bestimmen, die den Defekt an seine Nachbarn koppeln. Die folgenden Ergebnisse
beziehen sich auf ein néchstes Nachbarmodell in fcc, wobei nur die Federkonstante f zu den

Nachbarn des Defektes gedndert wurde.
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2 {w}

Zlm}
a) h) o
Zhud Fig. 25z-c. Laéai frequency spectra of
Impur TT€5 in fcc metals compared with
the jdeal host spectra (dashed)
a) Fe®’ din Cu (f/f_ = 1.32 /5.17/,
MM, = 0.89)
b) Fe® in Al (f/f_ = 0.61 /5.17/,
MM, = 2.12)
c) bl9 in cu (F/F, = 1.52 /5.14/,
c)

/M, = 3.10)



Teil IV

Transport-Theorie
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In diesem Teil der Vorlesung werden wir den Response der Ladungstréger in einem Metall
oder Halbleiter auf d&uflere Felder behandeln, z.B. elektrische und magnetische Felder und /oder
Temperaturgradienten. Im allgemeinen werden wir nur homogene und staionére Felder be-
handeln, da dies beim Ladungstransport der wichtigste Fall ist und die Theorie sonst zu
kompliziert wire. Durch die &ufleren Felder werden die Elektronen beschleunigt. Sie verlieren
aber immer wieder ihre zusétzliche Energie und ihren zusétzlichen Impuls durch Streuung, so
dass sich im Mittel ein stationdrer Strom bildet, der proportional zum #dufleren Feld ist.
Zwei wichtige Streueffekte sind zu unterscheiden:

1) Fremdatome und Gitterdefekte: Jede Abweichung von der idealen Kristallperiodizitat be-
wirkt ein Storpotential AV (7), an dem die Blochelektronen streuen. Beispiel: Fremdatome
(substitutionell oder interstitiell), Leerstellen, Eigenzwischengitteratome, Versetzungen, Sta-
pelfehler, Oberflaichen, usw. Typisch fiir diese Art von Streuung ist, dass sich die Energie des
Blochelektrons bei der Streuung nicht &dndert (elastische Streuung).

2) Phononen: Die Anregung von Phononen fiihrt zu einer inelastischen Streuung, die vor
allem bei hoheren Temperaturen dominiert. Auf diese Weise wird Energie vom Elektronensy-
stem auf das Gittersystem iibertragen. Der Phononewiderstand ist bei Raumtemperatur i.a.
wesentlich grofler als der Restwiderstand, der bei T' = 0 i.a. {iberwiegt.

Nach diesen Effekten spielt noch die Elektron-Elektron Streuung eine gewisse Rolle, aber
nur bei sehr perfekten Kristallen und tiefen Temperaturen.



Kapitel 10

Boltzmann-Gleichung

10.1 Elektronen im elektrischen und magnetischen Feld

10.1.1 Klassische Teilchen im homogenen elektrischen und magnetischen

Feld

elektrisches Feld:

magnetisches Feld:

Vektorpotential A:

Hamiltonfunktion

Koordinaten:

mi = +<yB,
mij = —£iB,

mz =20

— —
H— P _ F7
. _821?L €T7.6<9 oOH o
- _ D - > _
F=%5 =im » D=mr= r =ekb

B = 8,:' x A
z.B. fl = —%FX B = %{—sza-erO}
O7-A=0
N2
H(p,7) = ﬁ (ﬁ— %A) , p =kanonischer Impuls

i(t) = v coswt B
y(t) = —vY sinwt | w=—= (Zyklotronfrequenz)
2(t) = vﬁ
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Die Losung
z(t) = 2%+ Lsinwt
w
W0
y(t) = 3°— —=(coswt —1)
w
0
v
At = L4
t
beschreibt die Spiralbahnen in Richtung des Magnetfeldes mit der Zyklotronfrequenz w = %.

Da #’J_?, bleibt die Energie des teilchens ungeéndert: % (1)32 + vh)2>

y
A
7 | 0/
. v
N )
N
—L
\
| > X
X0

10.1.2 Blochelektronen im homogenen Feld

Wir betrachten einen Blochzustand 7 , () als Eigenfunktion von

h? _, -
Hovg,,, = <_%8§ * V(r)> Voo = Lo (Ko)vog, , (7)

Nun schalten wir z.Z. ¢ = 0 ein &rtlich und zeitlich konstantes elektrisches Feld E und ein
ebensolches Magnetfeld B ein. Sind beide Felder klein, so kann man Interbandiiberginge
vernachléssigen. Wie unten gezeigt wird, ist dann der Zustand v (t) zur Zeit ¢ > 0 auch ein
Blochzustand zum gleichen Band v

¢(t) ~ @Z)E(t),,o (77)

aber zu einem zeitabhéngigen k-Vektor z(t), der der semiklassischen Bewegungsgleichung

gehorcht, wobei UEV() — 198 i Gruppengeschwindigkeit ist. Man wird daher erwarten, dass

~hook
dieser Zusammenhang auch noch fiir értlich langsam verénderliche Felder E(7) und B(7) gilt.
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elektrisches Feld E:

: =2
_ —tHt, . D 7
Y(t) =e np  (F) mit H = om +V(r) —eE

=
<
S
Il
<
~
+
oy
3

Translationsoperator T'z,,:

Tim¥z,,, () = eikqu/JEOVO(F) da 4y, (7) Blochzustand ist
Priigung, ob v (t) auch Blochzustand ist: Bilde T'3,,(t)

—%(H—eﬁﬁm)tTﬂ

Tﬂ R™

Rm®
da TﬁmHo = HyT'z,, und TémeE_"f’: eE(F+ ﬁm)Tﬁm
o¥z) - = n
baw. Tp, H = (H = eERm> T » T {H}" = {H _ eERm} Ton s
Also gilt:
Tint(t) = eFBR e HUT, i
%,—/
R T NG
Aus dem Blochzustand 1#,;0110 entwickelt sich ein Blochzustand mit Blochvektor E(t) _ Eo n

eEt/ h, der i.a. eine Linearkombination von Blochzusténden E(t) aus verschiedenen Bédndern
v ist:

¢(t) = Z Cu(t)%ﬁ,;(t)’,,(m

Falls das Feld E hinreichend schwach ist, kann man Interbandiiberginge vernachléssigen, so
dass der Bandindex vg erhalten bleibt: ¥ () ~ 1/1];@) v (7)-

Magnetfeld:
1 /., e 2 o =,
= P V@) el A= (x B)
2m ’

Das Verhalten von Blochelektronen im Magnetfeld ist duerst kompliziert und kann hier nur
im Rahmen des Aquivalenzhamiltonoperators diskutiert werden. In Analogie zum magnet-
feldfreien Fall ist der Aquivalenzhamiltonoperator fiir das Band v fiir kleine Magnetfelder B
gegeben durch:

Hy iy & Ey(P/h) — eEr mit P=§—-A

oOl®
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Im Heisenbergbild erhilt man fiir die Operatoren 7(¢) und ﬁ(t) die folgenden Bewegungsglei-
chungen

o= %[ J(B/), 7] = L;i/m |
P = %[Ey(ﬁ/h),ﬁ]—[eEr P = ﬁ[ J(P/1), P +eE
A

£0

Bei der Berechnung des Kommutator [E,,(ﬁ /h), ]51 ist Vorsicht geboten, da P nicht mit sich
selber vertauscht. Es gilt:

- - hedE, -
[E,,(P/h),P] =55 <P
Beweis:

e e he
[P, Py] = [pi - EAiapj - EAj] T e <

0A; _ 0A;
8:ri a:L’j
Mit Hilfe des total antisymmetrischen Tensors &,

1 +=1,7 =2,k=3 und zyklisch

Eijk = —E€jik = —€kji = —Eikj = 0 wenn 2 oder mehr Indizes gleich sind
—1  sonst

_, — 8E he oE, =
EuPﬁ,P']Z— —”—.—Z-»B——— B
[ (P/h), P - 8]3”05311 <8P><>j
Fiir die Operatoren 7(t) und P(t) erhiilt man also fiir die folgenden Bewegungsgleichungen:
. v ﬁ = EI/ >
ERACTLD R J S SN
oP c opP

Diese sind das Analogon zu den klassischen Bewegungsgleichgungen

3

7 , P=cE+5ix B

c
fiir #(¢) und dem mechanischen Impuls P(t) = 7+ %/T Bildet man Erwartungswerte der
obigen Operatorgleichungen mit einer Blochwelle ¢z , so muss man P durch hk ersetzen.

: 10E,(k) L _

Uiy

OICB
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10.2 Ableitung der Boltzmann-Gleichung

Im folgenden betrachten wir zunéchst klassische Teilchen , die wir durch eine Dichteverteilung
f(7,v,t) im Orts- und Geschwindigkeitsraum beschreiben.

f(7,0,t) drdv = Zahl der Teilchen in (7, dr') mit Geschwindigkeiten im Volumenelement (v, dv)
zur Zeit t.

Aus dieser Verteilung kann man folgende einfachere Gréflen berechnen:

Teilchendichte n(r,t) = [dv f(F,0,t), Teilchenzahl N = [ drddv f(7,v,t)
Stromdichte J(Ft) = [ dvd f(7,0,t), Gesamtstrom J = [ dF j(7,t)
Energiedichte (7, t) = [dvZd? f(F,7,t) (nur kin. Energie)
Energiestromdichte j-(7,¢) = [ dov 2o f(F,7,t)

Die Dichteverteilung f(7,¥,t) &ndert sich mit der Zeit infolge zweier verschiedener Effekte,
durch Driftbewegung, d.h. gleichférmige Bewegung oder Beschleunigung im &ufleren Feld,
oder durch Stofle.

Driftbewegung: Ein Elektron am Ort 7 mit Geschwindigkeit ¢ zur Zeit ¢ ist zur Zeit ¢t + dt

am Ort 7+ vdt und hat die Geschwindigkeit ¥+ bdt, wobei 5(77, t) die Beschleunigung ist, die
durch eine dufere Kraft F(7,t) = mb(7,t) verursacht wird. Da alle Teilchen im Volumenele-
ment drdv die gleiche Geschwindigkeit ¥ haben und die gleiche Beschleunigung b erfahren, ist
die Dichte f(7,¥,t) im bewegten System zeitlich konstant:

a _of  _of  Of

i = o " ar T has ="

—————
~ 5| b

f(7 + Tdt, T+ bdt, t + dt) = f(F,T,t) bzw.

v+dv _____ ®e o vdt AR

T x+dx x

Anderung durch Stéfe: Die Dichteverteilung f(7, ¥, t) kann auch durch StoBe, z.B. an festen
oder beweglichen Streuzentren, geindert werden. Dabei nehmen wir an, dass der Abstand
der Streuzentren sehr viel grofler als deren Durchmesser ist, so dass man die Streuzentren
als Punktformig annehmen kann. Bei einem Stofl dndert sich dann die Geschwindigkeit ¢
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abrupt auf den Wert ¢’, ohne dass der Ort 7 sich &ndert. Es ist Y (¢, ¥) dv/ die sekiindliche
Ubergangswahrscheinlichkeit fiir die Geschwindigkeitsénderung von ¢ in das Volumenelement
(v, d?"). Die Anderung von f (7,7, t) durch Stéfie ist dann gegeben durch:

of

ot

— —f(7,0,t) /dﬁ’ > (@,7) f(F 1)

StoBle

Der erste Term beschreibt den Verlust von Teilchen in drdv’ durch Streuung mit allen m6glichen
Endgeschwindigkeiten @' (“Hinausstreuung®), der zweite Term den Gewinn von Teilchen
in drdv, dadurch dass andere Teilchen nach dem Stofl die Geschwindigkeit ¥ annehmen
(“Hereinstreuung“). Addieren wir beide Anderungsmechanismen:

or _of of
ot Ot|puy Ot

Stofle

so erhalten wir die Boltzmanngleichung fiir die Verteilungsfunktion f(7,v,t):
af — af " 8f _ —~/ = - S -
Fea Lot = [ar (Y@ 10000 - 00 1750

Fiir grofle Zeiten wird man erwarten, dass das System in das thermische Gleichgewicht
iibergeht. Daher muss die Gleichgewichtsverteilung

<L

FolF, 1) = fofF) ~ e o) =

eine Losung dieser Gleichung sein, d.h. es muss gelten

0= / a7 {3, ) ONT = Y (3, )T}

da im Gleichgewicht b = 0 sein muss. Dies wird garantiert durch das Prinzip des detailierten
Gleichgewichts, das den direkten Stoss mit dem umgekehrten Prozess verkniipft.

S @, 7) = S (@, )e @0/t

Diese Bedingung, die die Gewinn- und Verlustprozesse bei der Streuung verkniipft, kann man
bei einer mikroskopischen Berechnung der Ubergangswahrscheinlichkeiten > (¢, 7") ableiten.

Bei einer Streuung an festen Streuzentren kann sich die Energie der Teilchen nicht dndern:

> (3.7 ~ 8(e(@) — (o)

elast

Wegen des detailierten Gleichgewichts hat dies zur Folge, dass die Ubergangswahrscheinlichkeit
symmetrisch in ¢ und ¢’ ist.

Y @d) =) (7.9
elast elast

Blochelektronen: Die Geschwindigkeit ¥ miissen wir ersetzen durch die Gruppengeschwindig-
keit o bzw. durch die beiden Quantenzahlen Blochvektor k und Bandindex v. Die Verteilung
der Blochelektronen wird beschrieben durch

1 - -
2 Wf,,(ﬁ U,t)drdk = Zahl der Elektronen in (7, dr) und (k,dk) im Band v .
7r
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Hierbei wurde der Vorfaktor ﬁ so gewihlt, dass im thermischen Gleichgewicht f, (7, ,t) in

die Fermiverteilung fo(¢j,,) iibergeht:
. 2 2 % - 1 o
Dichte: po = 3 Zfo(ff;;;,,) =V > e / dk foleg,) = 13 Z/BZ. dk fo(eg,)
kv Y B.Z. v

Wegen der Unschérferelation Ar Ak ~ 1 kénnen wir den Ort 7 und den k-Vektor nicht gleich-
zeitig scharf bestimmen, so dass streng genommen eine Verteilung f, (7, l;, t) in der Quanten-
theorie keinen Sinn macht. Wir miissen daher f, (7, 1_5, t) als eine Art Mittelwert verstehen,
wobei iiber raumliche Gebiete Ar und iiber Impulsgebiete Ak gemittelt wurde. Offenbar
muss Ak < A, der freien Weglinge zwischen den Stoflen sein, und kp ~ 27“, damit die
Boltzmanngleichung sinnvoll ist. Daraus ergibt sich, dass die freie Wegldnge A > a, bzw.
1< Ar Ak < % der Gitterkonstanten sein muss.

Die Bewegungsgleichung des Blochvektors k wurde im vorherigen Kapitel behandelt:
5 - L e, .
hk =mb; = ek + oy x B

Damit erhilt man fiir den Driftterm

of 9 1/ 4 e, -
9 - g Y LBy e x B
Bt | o7 7 (¢F + S, < B)

o1,
ok

Beim Stofiterm miissen wir die Fermistatistik beriicksichtigen, da eine Streuung vom Zustand
K'v' in dem Zustand kv (und umgekehrt) nur stattfinden kann, wenn dieser nicht besetzt

ist. Dies ergibt zusitzliche Faktoren (1 — fu(7, k, t)) bzw. (1 — fu(7, K, t)) im Stoflterm. Fer-

ner miissen wir im Stofiterm iiber alle Béinder v/ summieren. Die Boltzmanngleichung fiir
Blochelektronen lautet damit

Im Gleichgewicht muss f, (7, k, t) in die Fermiverteilung

1

fO(‘C:E,/) = 65(5;;,,_1‘) 1

iibergehen. Deswegen besagt das Prinzip des detailierten Gleichgewichts, dass die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten die folgende Symmetrierelation erfiillen miissen

> (kv B) (1= foleg,)) foleg,) = DRV Ev) (1= folef,)) foleg,)

In vielen Féllen wird der Ladungstrigertransport im wesentlichen durch ein einziges Band
getragen. Dann kann man den Bandindex v weglassen. Die Boltzmanngleichung lautet dann

g L 0 1/ = e, N 0 -
<E+UE%+E<6E‘+EUI€VXB>ﬁ)f(r’k’t)

— [ (S ER) (1 1B) 1E) - SR (1 £E)) )
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Im folgenden werden wir uns au£ diesen Fall beschréitlken. Damit die folgenden éusdriicke
allgemeingiiltig sind, miissen wir k als Abkiirzung fiir (k,v) verstehen, d.h. z.B. [ dk’ ersetzen

durch 3 [ dF'.
v B.Z.

10.3 Stoflinvarianten und Erhaltungssétze

Wir beschranken uns auf die elastische Streuung an Stérstellen, fiir die der Streukern E(E, K )=
S (K, k) symmetrisch ist.

Multipliziert man die Boltzmanngleichung mit einer beliebigen Funktion a( E) und integriert
iiber E, so erhélt man fiir den Stofiterm

/ dk a(k) g—{

StoBe

I
Sy
T
Y
B!
[
—
U
T
\_:
/N
—_
|
~
—
!
~—
N—
=
—
T
—
|
7
EN!
!
S~—
N
[a—
|
~
—
ol
\_>
~—
-
—
!
~—
N—
=
—~
!
~—

= / dkdk' > (K, k) ( FOE) - f(E)) a(k)
= L [kl SRR (56~ 1) (alF) — aF)

Wir nennen a(k) eine Stofinvariante, falls a(k) = a(k’) fiir alle k und & gilt, die durch StoBe
bzw. > (k, k") miteinander verkniipft sind. Bei der elastischen Streuung gibt es zwei Stoflin-
varianten:

1) a(k) = 47%3: Dies entspricht der Erhaltung der Teilchenzahl beim Stof, die auch bei inela-
stischen Prozessen giiltig ist.

2) a(k) = #E(E)Z Dies entspricht der Energieerhaltung: (k) = (k) die nur bei elastischer
Streuung vorliegt.

Fiir solche Stoflinvarianten gilt daher
Y

dka(k) =

[ ko) 3

und wir koénnen fiir diese Gréflen aus der Boltzmanngleichung eine Kontinuitéatsgleichung fiir
die Teilchen- bzw. Energierhaltung ableiten.
Teilchenerhaltung: a(k) = # (ohne Magnetfeld)

=0
StoBle

1 L(Of(Fk,t) . Of
g dk{

e - Of
A L 2 -F. 2L —
o TUar T RE } 0
——
ausintegrieren =0

Daraus erhilt man die Kontinuitédtsgleichung, die die Dichte n(7,¢) und den Strom j(f’, t)
untereinander verkniipft:

o 0.
an(r,t) + Eq(r,t) =0
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1 - - 1 - -
mit n(r,t) = —g/dk:f(ﬁk,t) und j(7,t) = F/dk:k:];f(ﬁk,t)
T

0 1

=0
Ot 4m3

~—

- , I R B R
/dk: S(RVF (7T t) + —F - S/d/wk F(R)  +eE R/dkﬁs(k‘)ﬁf(k:

-

/-c/%’)

ne(7t) Energiedichte j-(7t) Energiestromdichte i 85
T /

77t Teilchenstromdichte

one(rt) 0 -,, ., ==
o + E‘Ja(r’t) = eFEj(7,t)

Die rechte Seite beschreibt den Energiegewinn durch die Beschleunigung der Teilchen im
duBeren Feld E. Da der Strom f(F, t) ~ E ist, ist dieser Energiegewinn quadratisch in E
und positiv. Es gibt daher keinen station&ren Prozess, da kontinuierlich Energie in das Elek-
tronensystem gepumpt wird und diese durch Stofe ihre Energie nicht abgeben kénnen. In
wirklichkeit genpgt eine sher kleine Phononenstreuung, um diese Energie zu dissipieren, so
dass i.a. schon nach kurzer Zeit ein stationdrer Zustand erreicht wird.

Relaxationszeit-Ndherung: Der Stofiterm verschwindet nur fiir die Gleichgewichtsverteilung

fo(eg). Startend von einer Nichtgleichgewichtsverteilung f (7, E,t) stoflen die Elektronen im
Feldfreinen Fall (E = 0) solange mit Phononen bzw. Storstellen, bis sie in die Gleichgewichts-
verteilung tibergehen. Diesen Effekt kann man sehr leicht durch einfiihrung einer Relaxati-
onszeit 7 simulieren, in dem man den Stofterm durch

of

= __t (f(F, k,t) — fo(@;))

StéBe T8

approximiert. Die Boltzmanngleichung ohne externe Felder

of L of _ 1.z
E"‘ E?’__T_E (f(T,k,t)_fO(€E)>

1Bt sich dann leicht 16sen. Eine anfingliche Abweichung vom Gleichgewicht A f (7, k,t = 0) =
f(7k,0) — fo(ej) relaxiert dann exponentiell mit der Zeit

AJ(F k. t) = Af(F — Ggt, K, 0)e "/
Der erste Faktor beschreibt die freie Propagation, der zweite die Relaxation ins Gleichgewicht,
die durch Stofle hervorgerufen wird.
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Elektrische Leitfiahigkeit

11.1 Linearisierte Boltzmanngleichung

In diesem Kapitel wollen wir das Problem der elektrischen Leitféhigkeit bzw. des elektrischen
Widerstandes behandeln. Dazu beschranken wir uns auf den einfachen, aber in der Praxis
wichtigsten Fall eines homogenen und stationéren elektrischen Feldes E und betrachten nur
den stationiiren Zustand , so dass die Verteilungsfunktion f(7, k,¢) = f(k) nur von k abhéngt.

o 0 1( = e, =)0, - eE Of(k)
{8t+v 8F—|—h(eE+Cvk><B)}aEf(r,k,t):> Y

Das Feld E soll hinreichend klein sein, so dass es nur eine kleine Abweichung éf(k) von der
Gleichgewichtsverteilung fo(ej;) verursacht:

F(k) = folez) + (k)

Da o0f (E) ~ E, wollen wir die Boltzmanngleichung nach Potenzen von E entwickeln. Die
E—unabhéingige Gleichung wird wegen des detailierten Gleichgewichts von der Fermivertei-
lung fo(eg) indentisch erfiillt. Fiir den in E-linearen Anteil erhalten wir einen Beitrag vom
Driftterm

8_f ~ EE_'afO

e
ﬁaﬁ h 8&‘];:

mit ¥y = 10
E~ hoan
und einen Beitrag vom Stofiterm
[ R {SER) (1= 50 10

= / dR { YRR [(L = fo)df' = 8££5) = SR F) [(1 = fo)of = 6f' o] }

~—

=S E) (1= 1) £

Da df (/Z) linear im angelegten Feld E ist, konnen wir o.E.d.A. folgenden Ansatz machen

o, 5. AR

5f(E):e-E-A(E):_8€ﬂ
k
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wobei A(k) bzw. A(k) unabhéingig von E sind. Wegen der Fermistatistik ist 6 f(k) nur in der
Nihe der Fermienergie ¢;; ~ Er von Null verschieden, weswegen o.E.d.A. bei der Definition
A(K) ein Faktor —% abgespalten wurde. Fiir 7' — 0 ist —% ~ 0(¢ — Er), d.h. nur die
Elektronen auf der Fermifléiche sind gestort. Die physikalische Bedeutung des obigen Ansatzes
erkennt man, wenn man fo(e;) + 0. f (k) als eine verschobene Fermiverteilung interpretiert.

FR) = Toleg) — SL2eE - KR 2 fo (e — e K(R))
k

Die Besetzungsverteilung ist also verschoben um die Energie eE - K(E), die den Energiegewinn
eines Elektrons im Feld E beim Durchlaufen der Strecke A(k) darstellt. (A(k) = “vektorielle
freie Weglinge®). Setze ich obigen Ansatz fiir 0 f(k) in den Stofiterm ein und beriicksichtige,

dass

% B b 1 eBle—p)

1
B Rl e e v ﬂ@ﬁ@—m_FD2"EfﬁK@(l_jb@D

ist, so erhélt man nach einiger Rechnung die folgende linearisierte Boltzmanngleichung fiir
den Vektor A(k) der freien Weglénge

_, Ofo O N Ak
e = /dk o(k, B (A(k ) —A(k))
Der Stofiterm
. - Joleg,)
ok F) = Y(EE) (1= folep) =
foleg)

ist auf Grund des detailierten Gleichgewichtes symmetrisch in k und k. (Was bei der Ableitung
der vorherigen Gleichung benutzt wurde)

Bei bekanntem K(E) kénnen wir die Ladungsstromdichte .J direkt mittels der folgenden Formel
berechnen.

et — [ e - Yo 50
J—m/dkeka(k)—4W3/dkevk{f0(sk) St A(k:)}

Fiir den Leitfahigkeitstensor o;;, definiert durch

3
JZ' = Z UijEj
7=1

erhilt man dann

—? [ 20f
Oij = m/dk a—%vz‘(k)/\j(k)
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Mit Hilfe der Boltzmannglelchung = dk’ o(k, k') (K(E’ ) — K(E)) und der Symmetrie des
€k
Stoflkerns kann man auch folgende Darstellung fiir o;; finden:

oij = 4773 / di / i’ o (F, 15 (E’)—Ai(ﬁ)) A (F)

-

—_ LA 7 . G . 7 . 7 . g frnd ..
0 = 4735 /d/-cd/-c o (R B (MR = Ma(B)) (MiR) = Mi(F)) = o
Hieraus ist die Summe o;; = 0j; des Leitfahigkeitstensors direkt ersichtlich.

Elastische Streuung: Im folgenden werden wir uns auf elastische Streuung beschranken, die
den Restwiderstand von Defekten bei 7" = 0 bestimmt (Im Rahmen der quasielelastischen
Niherung ist die Annahme der néherungsweise elastischen Streuung auch fiir den Phononen-
widerstand sinnvoll, da fiwpepey K EF ist. Bei T' = 0 ist —% = §(e — Ep). Fiir den Streukern

o(k, k') setzen wir an

o(k,K)dk' = oq(k,k')6(e; — Er)d(cg, — Ep)d(ep, — Ep)dk' , ou(K. k)

dF dk

Dabei beschreibt eine §-Funktion die Lokalisierung von A(k:) auf der Fermifliche und die ande-
re elastische Streuung e;: = ;. Die Volumenintegration dk schreiben wir als eine Integration
iiber die Oberfléiche konstanter Energie mal einer Energieintegration:

. F
&*F = dFdk, = dF? - Ci—ds
o= vp
ok

Damit erhélt die linearisierte Boltzmanngleichung die Form

= [ S el (R - K)

Uk,

EEl:EF

wobei iiber die Fermifléiche zu integrieren ist. Analog erhélt man auch fiir den Leitfihigkeitstensor
o0;; ein Integral tiber die Fermifiéiche.

e? dF - -
RPN B GIVE
EEZEF
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Das in der vorherigen Gleichung auftretende Integral

1 oo
— = / d ook, k")
Tk Vg

EEl:EF

bemisst die Zeit 73, die im Mittel zwischen zwei Stoflen verstreicht; 7 gibt also die mittlere
Lebensdauer des Zustandes k an. Die obige Boltzmanngleichung kann man daher in der Form

L AF' oo
A(k:):TE_’ﬂ+7-E/ = ol F)A(E)

schreiben. Der erste Term beschreibt den ohne Stofl mit der Geschwindigkeit v} zuriickgelegten

Weg. Diese Form der Boltzmanngleichung legt es nahe, fiir K(E) einen Relaxationszeitansatz
zu machen

wobei die Relaxationszeit 7' , die sog. Transportlebensdauer, noch zu bestlmmen ist. Die-
ser Ansatz kann jedoch nur dann eine Losung sein, falls der Vektor [ &= ael(k KYA(K') die

Richtung von K(E) bzw. v hat. Dies ist i.a. nicht der Fall, sondern nur, falls die Streuung
kugelsymmetrisch ist

ooi(k, k') = oei(cosd) , mit cosd =k -k

und die Fermifléiche kugelformig ist. Dann ist

! ! ~
/ I ok, FVK(F) = K(F) [ 5 oalf A KE) - K(E)
Uk,

so dass die Transportlebensdauer gegeben ist durch:

1tr - / e oal(F, El)( — cosvg k) B % <1 m)
k

T. Pt UE/
Wegen des Faktors 1 — cos 19]; ];/ liefert die Vorwértsstreuung (93 = 0) keinen Beitrag zum
Widerstand. Daher ist meist 7' F > T (Zumindestens, wenn die Vorwértsstreuung bevorzugt
wird.)

In der Relaxationszeitndherung ist der Leitfahigkeitstensor gegeben durch

2 (Vo (B
oij = € : / dF Uz(k‘)g](k‘)ﬂr
Z oy
e(k)=Ep

Fiir kubische Kristalle ist 0;; = 0(d;; bzw. J = O‘()E mit
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Als einfachsten Fall betrachten wir freie Elektronen. Es ist

hik 5
V= - /dF:47rk% , kp = (37%no)Y? 75 = 7" unabh. von k
m
2
oo = npe Ttr
m

Die Relaxationsnéherung erlaubt noch eine einfachere Interpretation der Stérung der Fermi-
verteilung. Mit A(k) = UETE erhélt man

. o Ofo. s 0 (r =
£) = foll) = 5 2 - By = 10 ( = eBrit /)
D.h. der ganze Festkorper wird um Ak = GET]—? /h in Richtung des Feldes E verschoben. Da-

bei ist Ak die mittlere Anderung von k in der Zeit T]E.r auf Grund der Beschleunigung durch

das Feld E.
Das Ergebnis fiir freie Elektronen ist damit leicht verstdndlich. Die Verschiebung der Fer-

Abbildung 11.1: Verschiebung freier Elektronen

mikugel um Ak = eE7"/h filhrt zu einer mittleren Geschwindigkeit AT = eE7% /m aller
Elektronen, so dass der mittlere Strom gegeben ist durch

= no 62

2
N nope
J = engAv = T

E bzw. o9 =
m

11.2 Restwiderstand von Fremdatomen

Im freien Elektronenmodell ist der Widerstand gegeben durch

1 m 1

po=—=——
oo moe2 Tt

In einem Jellium mit statistisch verteilten Fremdatomen braucht man daher nur die Trans-
portlebensdauer 7

/
L _ / di Uel(E7 lg’) (1 — cosﬁ,;,;,) = % (1 — cosﬁ)

Ttr |'L7k’|
L _h2
Ek’_ka =EF
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Die Streurate ael(E, K ) ist nach der goldenen Regel durch die ¢-Matrix des streuenden Atoms
gegeben

- - 2
ook, k') = cﬁﬁgﬁ,ﬁ , c¢= Konzentration der Fremdatome

In Born’scher Néherung fiir das Streupotential ist ¢z, durch die Fouriertransformierte des
Storpotentials AV () gegeben

tep ™ / di ¢ E=F T A Y (7)

Qualitativ ist das Storpotential gegeben durch ein abgeschirmtes Ionenpotential (Thomas-

Fermi Abschirmung)

AZ
T

AV(F) = e~ Frer
wobei AZ die Uberschussladung des Fremdatoms ist. Daher sollte der Restwiderstand zum
Quadrat der Uberschussladung AZ sein

po ~ (AZ)? (Linde-Regel)

falls bei Stérung hinreichend schwach ist (AZ klein). Fiir stark stérende Fremdatome versagt
die Born’sche N&herung. Hier bietet sich eine Entwicklung der ¢-Matrix und des Restwider-
standes nach den Streuphasen 0;(Er) des Fremdatoms an. Fiir die t-Matrix gilt

h2 — 107 o3
e ~omkr ZZ;(ZZ + 1)e* sin §; Py(cos )

Fiir die Transportlebensdauer erhédlt man damit

% _ A > (1 +1)sin® (141 (Er) — 61(Er))

mkF =0
wiahrend die Lebensdauer 7 gegeben ist durch

(e}

> (21 +1)sin® §,(Er)
=0

1 4rh
— =cC
T mkg

Besonders grofie Beitrige zum Widerstand erhélt man daher, wenn fiir einen bestimmten
Drehimpuls ! an der Fermienergie eine Resonanz vorliegt, so dass §;(Ep) &~ (n + 1) ist und
sin? §;(Er) ~ 1. (unitirer Grenzwert=maximale Streuung)
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Beispiel: sp-Fremdatome in Cu; Linde Regel pg ~ (AZ)?

g uQemful )
>

&

0

[ a c

| . L -

__ v, Fos — v,

i A T T | [ Ll LET L
Noe Mg A Si P S5 O Zn 6o Ge As Se Br  Cd In Sr sh I
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Fig. 3. Residual resistivity for sp impurities of the a) third, b) fourth, and ¢) fifth rows of the pe-
riodic system in Cu. @ theoretical results obtained by solving the algebraic set of (4.9) in I; 0 theo-
retical results according to (1.3); ¥ experimental values according to references in [11]

Fig.9.4-1, Residual resiastivity of 3d transition metal

9/ pacm/at%

3d-Fremdatome in Al

N W o~y N
T

0 1 1 4 1 ] i >

Se i V Cr Mn Fe Co Ni Cu

impurities in Al {Schépke and Mrosan 1978).
=~~~ free electron model (Eq.(6.3.13)).
~—— spherical band approximation (Eq.(6.4.13)).

- experimental values {Landolt-Bérnstein 1982),

Abbildung 11.2: I.Mertig et al., phys. stat. sol. (b) 117, 619 (1983)

4d-Fremdatome in Cu
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Abbildung 11.3: (I.Mertig et al.) Resonanz fiir [ = 2: 6;(Er) = 5
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11.3 Variationsverfahren fiir die lineare Boltzmanngleichung

Die linearisierte Boltzmanngleichung ldsst sich aus einem Variationsverfahren ableiten, wie
im folgenden fiir den Fall der elastischen Streuung gezeigt wird.

L AF' e ol
eB .5, = / o oalh R e (Adk) - 5k

Formal schreiben wir diese Gleichung als

= =

VE:HAE mit UEZEE'_}; , AEZEEA(k)

Dabei bedeutet die Anwendung des Operators II auf AE eine Multiplikation mit ael(E, K )

verbunden mit der Integration %_{w itber die Fermifléche.
K/

e dr - 1 <
o) = @/ BE - 5E - K(F) = 57 (Vi Af)

Da der Operator II positiv definit ist

(045 0A;) = / / £ 6Azoa(k, k) (A — oAz )

vk,

~ ~ 2 ~
ok, 1) (645 —0A) = 0 fir beliebige 64

>0, da
Ubergangs—
wahrschein-
lichkeit

ist der staiondre Wert Lg ein Minimum:
L {[\% + 5]\;;} > L {[\%} — Lo fiir beliebige dAk

bzw. die Leitfdhigkeit o ist das Maximum von

—1 ~ . o ~
o> 27T3E2L {Ak} fiir beliebige dAk

Das Variationsverfahren ldsst sich auch noch in eine handlichere Form kleiden. Wir setzen
Ap = aA;i;» mit beliebigem AE und minimalisieren in Bezug auf den Skalierungsfaktor «

L{aA*} = %2 (A;%,HA;%) —a (Ak V,;)

iy (%)
dov (Ak HA};)
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L{apA"} = (1 (A ) 1 (b i)
T (A;;,HA;;) 2 ([\;;,H[\,;)

Im letzten Ausdruck kann o.E.d.A. A% durch ]\E = aAL ersetzt werden, da der Skalierungs-
faktor a im Zahler und im Nenner sich weg kiirzt. Damit erhalten wir:

~ 2
1 1 (A@Vz) s L
o) =— > — — fiir beliebige k = eE - A(k)
Il A3 B2
P (A};,HAE)

Als eine wichtige Anwendung diskutieren wir die Mathiessen-Regel . Wir betrachten zwei

verschiedene Streumechanismen, so dass die entsprechenden Ubergangswahrscheinlichkeiten
II; und II, additiv sind: IT = IT; + Ily

Dabei kann man II; und Il z.B. die Streuung an zwei verschiedenen Sorten von Fremda-
tomen 1 und 2 sein, oder II; kann die Phononenstreuung und Il» die Fremdatomstreuung
oder die Streuung an Versetzungen usw. sein. In der Relaxationszeitnéherung sind wegen der
Addiditivitit der IT’s die Reziproken der Relaxationszeiten 71 und 79 additiv:

1 1 1

T T1 T2
so dass sich in der freien Elektronenniherung (o9 = +— = "O—anT) die Widerstidnde p addieren

m

1
P = 2_201+02
noez T

Diese Mathiessen Regel gilt jedoch nicht exakt. Aus der obigen Darstellung fiir p| folgt, dass
der Widerstand p(142) bei Vorliegen von beiden Streumechanismen II; und IIy gegeben ist

durch (A ist die exakte Losung zu 1T = II; + 1)

i (A mAg) . (Az maAg)

~ 2 - 2
(A;;w VE) (A;;, V;;)
Das > Zeichen gilt, da /NXE als exakte Losung zu II; + IIy i.a. nicht die exakte Losung zu II;
noch zu Il ist.

Andere Abweichungen von der Mathiessen-Regel:

bisher: Obwohl II(j;9) = II; + Iz additiv ist, ist der Widerstand p(;42) > p1 + p2 nicht
additiv

jetzt: Widerstand ist erst recht nicht additiv, wenn II(j 9y # II; + Iz

> p1+ p2

Beispiele:

1. Zwei Defektsorten 1 und 2, die in Form gebundener Paare (1,2) vorliegen. Die Paare
muss man als neuen Defekt (1,2) auffassen und wegen der Wechselwirkung bzw. wegen
Interferenzeffekte ist

0y # Iy + 11y
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2. Restwiderstand durch Punktdefekte 1 und Phononenwiderstand 2:
infolge lokalisierter oder resonanter Defektschwingungen héngt die Phononenstreuung
auch von der Konzentration und Art der Punktdefekte ab, deshalb ist

IT= HRest + 1_[Phonon
erfiillt, aber IIpponon ist abhéngig von Konzentration und Art der Defekte.

Die Mathiessen-Regel kann daher nur in einer Richtung verletzt sein. Sie ist exakt erfiillt,
wenn die Losungen Ay zu TI; und Ay zu IIy bis auf eine Skalierungsfaktor gleich sind und,
wiederum bis auf einen Skalierungsfaktor, mit A als Losung zu II; +II iibereinstimmen. Dies
ist ndherungsweise erfiillt, falls die Streumechanismen II; und Ily dhnlich sind. Die Abwei-

- N
chung von der Matthiesregel ist dann von der Gréfienordnung (A1 — Ag) .

Als zweite Anwendung leiten wir eine Verbesserung der Relaxationszeitnédherung mittles Va-
riation ab. Fiir kubische Symmetrie ist

N 2
1 e (Aga”z;)
0p=— = = =
po 127 (5 A,

Ersetzen wir hier ndherungsweise KE = ToUz mit einer E—unabhéingigen Relaxationszeit 7, so
hebt sich diese als Skalierungsfaktor weg und man erhélt

dF- 2
E 32
1 (VF%)

op = =
Po 1273 dF- dFz, - Uz - Uz,
ka{}%/ Uko'el(kak/) 1- kUQk

dF- 2
2k 2
1 > 62 (f Vi vk)

X %_ 127T3 fﬂ{)’%

L
- t
vg Tk TEY

Diese Formel ersetzt die iibliche Relaxationsniherung (s.o.)
2 L
g = ‘ /dFk 7y
1273 UE k k

11.4 Phononenwiderstand

Die Propagation der Elektronen im thermisch fluktuierenden Potential der Ionen

V(i) =) o(i—R") = /dﬁzv(f— R)p(R) mit p(R)=> &(7—R")

n

ist ein sehr kompliziertes Problem. Zunéchst startet man mit der Propagation im thermisch
gemittelten Potential

V@) = / AR o(7 — B){p(B))
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Die mittlere Kerndichte (p(R)) = S(6(7— E™)) beschreibt die Verschmierung der Kernzentren

n
infolge der thermischen Bewegung. Die Fourierkoeffizienten dieses periodischen Potential

= /dr et hF V(r)) = Vﬁ(e_ —il_('ﬁm = Vﬁe_wf?ﬁ

enthalten die Temperaturabhingigkeit mittels der Debey-Waller Faktoren. Man muss zunéchst
daher das Bandstrukturproblem zu diesem thermisch gemittelten Potential 16sen. Fiir die Blo-
chelektronen ist dann die Abweichung AV (7) = V() — (V(7)) des Potentials vom Mittelwert
die Storung, die die Streuung der Blochelektronen verursacht. Zur Vereinfachung des Pro-

blems machen wir im folgenden die freie Elektronenniherung, d.h. wir setzen ;. () = etk
und &= hz T’Z , was einer Vernachléssigung von (V (7)) entspricht.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit E(k‘, K ) ist dann gegeben durch
SR = [V g8 (F =R (e — e)/h)
wobei die Korrelationsfunktion S’(K,w) gegeben ist durch

S'(K,w) :/— —MZ{ HR R () ,~iKE"(0)) _ <ei1€éM(t)><e—u?R’”(0)>}

Der Abzug der unkorrellierten Terme <e”€ ﬁm(”}(e_iﬁ ﬁn(O)}, die in der Neutronenstreuung die

rein elastische Streuung beschreiben, entspricht der Tatsache, dass nur die Potentialdifferenz
AV (7) = V(F) — (V (7)) als Stoérung auftritt. In der Ein-Phonon-N&herung erhélt man fiir
S'(K,w)

SR = [ 5 TR 0) B ) R = Ry

Dabei beschreiben die Koordinaten @ (t) die Auslenkungen von den Ruhelagen R'Z)” Bei
Einfiihrung von Polarisationsvektoren P?(q) und Eigenfrequenzen Q,(§) ergibt sich daraus

3 - o
K- P

§'(K,w) = sz Q0 ()

{n(Qz) 6w — Qz) + (n(Qzr) + 1) d(w + Q) }

wobei n(w) = (e — 1)_1 die Bose-Besetzungsfunktion ist. ¢ ist ein Vektor aus der 1. Bril-
louin Zone: K = k — k' = K" + §, K"=reziproker Gittervektor
Mit dem vorher gewonnenen Ergebis (s.o.) ist der Widerstand po gegeben durch

1273
e2 (fdl_é (_ggg) 17%)2
3 . o .
- Lﬁ/dkdy Z(kjk’) (1= folep)) folep)/sT ( k}{_f)

2 (4m 14 B
€ (3ka

a2 1
E

1%

o
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Die Volumenintegrationen d* E, BEK spalten wir auf in Energieintegrationen und Oberfléchenintegrale
iiber die Flachen konstanter Energie

dF. 17 dF: . dAF'
/d%_ /de / —/de... / k- dito fiir d°k = L
h vy h vk
0 EE:EF

€k—€

Da die wichtige Energieabhéingigkeit ¢;; — € ~ hw ~ kOpehey auf die unmittelbare Um-
gebung der Fermienergie beschrénkt ist, kénnen wir die Oberflachenintegrale e = & durch

Fermifléchenintegrale e = Ep ersetzen, da die k-Vektoren praktisch auf die Fermiflache be-
schrinkt sind (e ~ Er + kOp).

w5 [ B (1—%”) [ de [ o e 0 = e+ 1) S/

kT UE UE,
ZEF EI;,:EF

Das e-Integral iiber die Fermifaktoren 1483t sich elementar berechnen.

1 hew e
=7 [ e fo(€) (1= fole + hw)) = phw (n(w) +1) = W ehlFT — 1

dF [dF - = oo KR hw e P
o [ | S ITE=F) (1— k2> Ao o — 15k = Fw)

Fiir hohe Temperatur ist ~ 1. Daher geht nur die gleichzeitige Korrellationsfunk-

tion

T hm/kT 1

S(R) = / doS'(Row) =Y {<eiﬁﬁme—u€ﬁ"> _ (REm <e—z'KR">}

IIZ

/

SY(K ) 70
in die Streuung ein. Der Widerstand variiert daher fir k7" > kOp wie po(T) ~ kT. Fiir
noch hohere Temperaturen gibt es dann quadratische Korrekturen p% ~ (kT)? auf Grund von
Mehrphononenprozessen und anharmonischen Korrekturen.
Das obige Ergebnis hiatte man auch viel einfacher erhalten kénnen.
Da nur die gleichzeitige Korrelationsfunktion S’ (I_(' ) in die Streuung eingeht, streuen die Blo-
chelektronen an der eingefrorenen Auslenkungsordnung, iiber die thermisch zu mitteln ist.
Man kann daher direkt mit den Formeln fiir elastisch Streuung starten und die statische Kor-
relationsfunktion S’(K) verwenden (quasielastische Niherung).
Fiir niedrigere Temperaturen T < Op gilt dies jedoch nicht. Insbesondere gibt es keinen
Beitrag zum Widerstand von den Nullpunktschwankungen. Man erhélt, wenn man die Ein-
Phonon-Naherung fiir S (I% ,w) einsetzt und die w-Integration mit Hilfe der J-Funktionen
0(w £ Q4(q)) ausfiihrt:

1 ) kK
pofvﬁ dFE dFE/‘ k )‘ 1-— k2 Z

g

K. P7(q)2 5 RP 2
ZI (q’ﬁl NZI q’)l T
o=1

F= 1) @) 0(9%) (0(9%) + 1)

cos 19
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Sy

—_—>
=y
v

AN
q

Normalprozesse Umklapprozesse

> .
g in 1. Brill. Zone

Wegen des Besetzungsfaktors n({2g,) bleiben effektiv nur die niederenergetischen Phononen
mit 7€)z, < kT {ibrig, d.h. nur kleine g-Werte sind wichtig. Hier miissen wir Normalprozesse
K —k= q+ Kh ([2 h = rez. Gittervektor) unterscheiden. Umklappprozesse frieren i.a. aus,

wenn K7 nicht auf der Fermikugel liegt, so dass bei T' — 0 nur Normalprozesse {ibrig bleiben.
Der wichtigste Beitrag kommt von dem longitudinalen Schallwellen, fiir die ¢- P?(q) = q ist.
Fiir kleine k — k' = ¢ erhélt man daher mit 1 —cos 9 = l( /kp)? und dF’ = 2mqdq, Qg = 1

~ 2 1 7 2 e®d hcl
~|V(0)| — [ 2mqdq = 2
Po ( (0) kTo/ mq dg ( >q(emq_1)2,x T

[e.e]
5 e? 5 -
5 / 21y dym ~ (kT)” Bloch-Griineisen-Gesetz
0

Der Widerstand variiert daher bei tiefen Temperaturen wie 7. Diese sehr starke T-Abhiingigkeit
erhdlt man im wesentlichen infolge der starken Reduktion der Vorwértsstreuung durch den

I 2
Faktor 1—cos ¥ 2 3(g/2kr)? und des Faktors g* von den Polarisationstermen ‘(k: —K)-P° (q_)‘

. Umklappprozesse frieren zwar bei niederen Temperaturen auf Grund der thermischen Beset-
zungsfaktoren aus, sie haben also sehr grofie Vorfaktoren, da sowohl der Faktor 1 — cos 9,

oo L (2
als auch der Polarisationsfaktor ‘K h. P‘" fiir ¢ — 0 endlich bleibt. Deshalb erhélt man i.a.

bei tieferen Temperaturen noch merkliche Umklappbeitréige, die erst bei sehr tiefen Tempe-
raturen aussterben. Beispiel: Kalium - Umklappprozesse sind bei 7" >~ 2K um den Faktor
~ 10 grofler als Normalprozesse, sterben aber bei T' <~ 1K aus.

11.5 Wairmeleitfihigkeit

Waéhrend beim Stromtransport die treibende Kraft ein von auflen angelegtes Feld ist, ist beim
Waérme- bzw. Energietransport die treibende Kraft ein Temperaturgradient. Es gibt jedoch
auch Kopplungsterme zwischen diesen Mechanismen, die als “thermoelektrische Effekte® be-
kannt sind, jedoch hier nicht weiter behandelt werden.

Wir betrachten daher ein System mit einem kleinen Temperaturgradlenten ? ohne dufleres

Feld E. Bei der Verteilungsfunktion

- - 1
= _ £0 — 0 _
f(T, k‘,t) = fT(F) (EE) + 5f(k‘,7“) ) fT(f’) (5]}') - e(alg_u)/kT(f’)_A’_l
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50 . - i
Katium

Bitd 33.5
Temperaturabhdngiger Anteil
Pp des elektrischen Wider-
stands von Kalium bei tiefen
Temperaturen, aufgetragen

als log (pp/TS) tber log T;
Exp.: Experimentelie

Kurven; A und B: Theorie

fir Ashcroft und Bardeen
Pseudopotential (s. Fig. 33.6):
pw: Beitrag der N-Prozesse
{Ekin und Maxfieid 1971, exp.
Kurven unterhalb 3 K fiir zwei
verschiedene Proben nach

van Kempen et al. 1976)

o /11107 % Qem /K

P

TIK]

ist der ungestorte Term eine ortsunabhéngige Fermiverteilung mit der lokalen Temperatur
T'(7). Im Driftterm brauchen wir nur f:(}(?) mitzunehmen, da dies schon ein Glied ~ %

ergibt.

Of0T __ [ ep—py 0T
oTr oF  Oez T F OF

o . 0 1 L e, o e o
{E_’_,UE%"_‘_ﬁ(eE_'—EkaB)ak}f(r’k:’t)Nk

Im Stofterm liefert dagegen ftO(F) keinen Beitrag, da es sich um eine Gleichgwichtsverteilung
handelt. Analog zum Fall der elektrischen Leitfdhigkeit machen wir fiir § f (E, ) einen Ansatz,

der linear in % ist

- fo 0T -y, - Ofoe —p ol -y -
6f(k.7) = oo KV (R) = + 57— o - K (R)
k

Fiir die Gesamtverteilung

FET) = o (e T() — FOTL Y By 2 fo (2,7 (7 BV (B)))

bedeutet dies, dass die Temperatur in der Gleichgewichtsverteilung an der um die freie
Weglinge AW (k) verschobene Stelle 7 — A" (k) zu nehmen ist.

Da A(k) ~ Uy, ist, heiBt dies in der nebenste-
henden Abbildung, dass nach “rechts“ flie-
gende Elektronen “heifler” sind, als es die
Temperatur T'(x) angibt, da sie die Tempe-
raturverteilung T'(x — A) der Stelle 2 — A ha-
ben. Analog sind nach links fliegende Elek-
T(z) tronen kélter, da T'(z+A) < T'(x) ist. Dieses

Ungleichgewicht der Stréome verursacht dann
x einen Wirmestrom, der dem Gradienten %

entgegengerichtet ist.
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Fir die vektorielle freie Weglénge KW(E) erhdlt man eine dhnliche linearisierte Boltzmann-

gleichung wie im Fall der elektrischen Leitfahigkeit. Als Losung beschrinken wir uns hier auf

die Relaxationszeitniherung, so dass AW (k) = Tlgv Uy ist.

Bei bekanntem f (7, E) ist der Wirmestrom jQ gegeben durch
- 1 - L
o= s [ R (e = ) £ F)

Um den Faktor ez — p1 zu verstehen, miissen wir beachten, dass nach der Thermodynamik die
Anderung der Entropier S gegeben ist durch

0Q|,es. =TdS = g(/]_/ —udN + pdV
Anderung der inneren Energie =0 (keine Volumenénderung)

Dabei ist Q) die zugefithrte Warme. Der Warmestrom fQ ist daher die Differenz zwischen
dem Energiestrom

- 1
o= s [ s ()

und dem Strom g - j des chemischen Potentials (j ist der Teilchenstrom). In der Relaxations-
zeitndherung erhélt man damit

T
o9

Ji =~ U or

J=1

S
M-

wobei der Warmeleitfahigkeitstensor a Y gegeben ist durch
~1 / ~ 0fy 3 oo
w w
ol = dk ( — ,u) vi(k)v; (k)T
o 4Am3T Oey k

Die Volumenintegration d®k spalten wir auf in eine Integration dF iiber die Flichen konstanter
Energie ez = ¢ und eine Energieintegration de

dF
fwg

3k = -de

Beide Integrale kann man entkoppeln, wenn man néherungsweise die Oberfléichenintegrale
er = € durch Fermifldchenintegrale e; = Ep ersetzt, was wegen Ep > kT erlaubt ist. Das
verbleibende Energieintegral ldsst sich exakt ausfiithren

0fo\ € — p / eBle—p) L2 /‘ 2
de | ——— =k de —— — = d
/ € < o > T B € (eﬁ(a—u) N 1)2 (Ble — ) ksT T— n 1

symmetrisch um € = p

Ergebnis:
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Der Vergleich mit dem elektrischen Leitfdhigkeitstensor af}ektr‘ zeigt, dass beide bis auf einen

Faktor LT mit L = %2];3—;, die Lorentzzahl, iibereinstimmen.

2 1.2

W . Tk .
ol Jo€lektr — [T mit [ = —- Wiedemann-Franz Gesetz
ij 1 9ij 3 2

Diese Gleichheit beruht jedoch auf der Annahme, dass die Lebensdauer T]%/V und die Trans-

portlebensdauer 7% bzw. die analogen vektoriellen freien Weglédngen K(E) gleich sind. Fiir den
Phononenwiderstand stimmt dies nur bei hohen Temperaturen, wéhrend es bei der elastischen
Streuung exakt erfiillt ist.

103 v Y T T

Kalium

0% }

10°

10! Bild 33.9

Effektive freic Weglinge fiir
Elcktron-Phonon Streuung
aus elektrischem Widerstand
(!Sf’) und Wirmewiderstand

1077}

£ Heklive freie Wegldnge | [cm]

gl L .

103 (I,(‘p)) (Daten fiir p aus van
Kempen et al. 1976, fiir « aus
g Newrock und Maxfield 1973)
10 h e
TIK]
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Giiltigkeit des Wiedemann-Franz Gesetzes fiir elastische Streuung
(Defektstreuung und Phononenstreuung bei hohen 7' (quadratisch))

elektrische Leitfahigkeit:

_9fox

8613

F(k) = folez) (k)-eE = fy (z—:,; — A°(k) - eE)
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af

_ oA 9fo
ar| . = E

k -
Drift ey,

o= [ ak otk F) (Re®) — o)

U
_ Uk
Osk

thermische Leitfdhigkeit:

fk) = f° (e,;,T(F))—afoﬂKW(;;).<_a_T>

de; T oF
= (e T (7 AV (B)))
of 0P - nop
Ot | prify Oeg) * T Og
8f05k—,u o oo (G T R rw CE T Hrw i
o7 7. = X _EC PR
T = [ R o (E Y ) - A
falls Streuung elastisch e o= Eg
of° e s L W rers
5= / R o (R, 1) (K () — KW () = KV (F) = Ke(B)

also Wiedemann-Franz Gesetz korrekt fiir tiefe Temperaturen, wo elastische Streuung iiberwiegt.
Auch korrekt fiir hohe Temperaturen, da dann Phononen quasielastisch behandelt werden
kénnen.

Diskussion Jackle: horizontale und vertikale Prozesse



